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教育 心理 学 是 兼 有 教育 学 与 心理 学 两 种 特征 的 一 门 学 科 。 因 
此 ， 教 育 心理 学 研究 既 要 考 虚 到 学 校 教育 的 实际 需要 ， 又 要 与 基 
础 心理 学 理论 、 方 法 的 发 展 同步 。 

众所周知 ， 学 校 教育 的 主要 特点 是 在 有 意 设置 的 情景 中 对 学 
生 进 行 有 计划 的 教育 ， 使 学 生 的 身心 各 行为 获得 良好 发 展 ， 其 目 
的 是 要 把 学 生 培 养 成 为 “四 有 ”新 人 。 而 基础 旋 理 学 的 主要 特征 
则 是 采用 自然 科学 的 方法 研究 个 体 或 群体 的 行为 变化 ， 从 行为 变 
化 中 发 现 规律 ， 从 而 建构 起 能 够 解释 同类 行为 现象 的 理论 。 基 础 
心理 学 研究 的 对 象 虽然 也 是 人 的 行为 ， 但 是 如 何 对 学 生 进 行 有 目 
的 、 有 意识 的 教育 ， 以 使 他 们 形成 高 尚 的 理想 和 道德 、 良 好 的 行 
为 规范 、 较 强 的 社会 适应 能 力 等 , 却 不 在 其 研究 范围 之 内 。 于是， 
建立 学 校 教育 和 心理 学 联系 的 任务 就 落 在 教育 心理 学 的 肩 上 上， 而 
建立 这 种 联系 并 进而 形成 独立 的 学 科 体 系 ， 就 成 了 教育 心理 学 发 
展 的 中 心 课题 。 

就 以 往 的 教育 心理 学 研究 实践 而 言 ， 主 导 性 的 取向 是 直接 应 
用 心理 学 的 原理 和 方法 解决 教育 问题 ， 由 于 没有 对 学 校 教育 这 一 
特殊 背景 给 予 关注 ， 因 而 使 教育 心理 学 未 能 在 学 校 教育 中 发 挥 应 
有 的 作用 。 教 育 心理 学 家 在 反思 的 基础 上 ， 对 今后 的 研究 歌 向 作 
了 调整 ， 明 确 地 提出 : 教育 心理 学 的 研究 应 当 为 达到 学 校 教育 目 
的 服务 ， 应 能 帮助 教师 解决 教学 中 出 现 的 实际 问题 ! 教育 心理 学 
应 把 学 生 作为 一 个 完整 的 人 来 研究 ， 并 要 以 研究 所 获得 的 关于 学 
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生 身 心 发 展 和 个 体 差异 的 认识 为 依据 进行 教学 设计 ; 在 研究 方法 
上 ， 教 育 心理 学 除了 采用 以 假设 演绎 为 取向 的 量 的 研究 以 了 解 间 
题 性 质 以 外 ,还 应 特别 注意 采用 以 经 验 归纳 为 取向 的 质 的 研究 ,这 
样 才能 解决 现实 教育 中 的 实际 问题 。 

数学 教育 心理 学 是 一 门 以 学 校 数 学 教育 为 背景 ， 对 数学 的 孝 
与 学 中 的 各 种 心理 现象 及 其 规律 进行 研究 的 学 科 。 作 为 以 数学 为 
特殊 背景 的 教育 心理 学 ， 数 学 教育 心理 学 研究 应 当 为 实现 学 校 数 
学 教育 目的 服务 ， 为 教师 解决 数学 教学 过 程 中 的 各 种 问题 提供 理 
论 依据 ;应 当 对 学 生 的 数学 学 习 从 认 知 和 情感 两 个 方面 作 全 方位 
的 研究 ， 在 研究 方法 上 则 应 定量 与 定性 相 结合 ， 并 要 特别 注意 以 
定量 数据 为 依据 的 定性 分 析 。 与 数学 、 心 理学 乃至 教育 心理 学 相 
比 ， 数 学 教育 心理 学 是 非常 年 轻 的 。 正 因为 年 轻 ， 她 的 地 位 问题 
目前 尚 有 许多 争议 ， 也 正 因为 年 轻 ， 她 的 对 象 、 研 究 方法 以 及 评 
价 其 成 果 成 效 性 的 标准 等 都 不 统一 。 按 照 我 们 的 理解 ， 数 学 教育 
心理 学 是 一 门 独立 的 学 科 ， 与 数学 教学 相关 的 各 种 问题 都 是 她 的 
研究 对 象 。 例 如 ， 在 数学 学 习 心 理 方面 ， 数 学 思维 及 其 发 展 、 数 
学 智力 和 能 力 、 数 学 学 习 的 性 质 、 数 学 学 习 的 过 程 、 数 学 学 习 迁 
移 、 数 学 学 习 动机 、 数 学 学 习 中 的 非 认 知 因素 等 都 是 数学 教育 心 
理学 的 研究 课题 ;在 数学 教学 心理 方面 ， 数 学 教学 设计 、 数 学 教 
学 策略 、 数 学 教学 环境 、 数 学 教学 评价 等 也 是 数学 教育 心理 学 研 
究 的 课题 。 

本 书 作为 数学 教育 心理 学 研究 的 一 个 片断 ， 在 介绍 当前 数学 
教育 研究 的 几 个 热点 问题 以 后 ， 以 数学 学 习 过 程 为 线索 ， 从 认 知 
角度 对 数学 概念 的 学 与 教 、 数 学 知识 的 学 与 教 、 数 学 技能 的 获得 
等 数学 教育 心理 学 的 服 基本 问题 进行 了 探讨 ， 并 在 此 基础 上 ， 对 
数学 课堂 教学 改革 中 的 若干 问题 提出 了 初步 意见 。 

我 们 的 研究 尚 属 起 步 阶段 ， 还 不 成 系统 ， 书 中 肯定 存在 许多 
人 缺点 和 错误 ， 恩 切 期 望 得 到 读者 的 批评 指正 。 
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绪 论 
建立 数学 教育 心理 学 学 科 体系 的 若干 思考 


作为 一 名 合格 的 数学 教师 ,其 必须 具备 的 条 件 是 多 方面 的 ,而 
其 中 最 主要 的 〈 也 是 公认 不 可 缺少 的 ) 有 三 条 : 首先 ， 必 须 有 比 
较 扎 实 的 数学 知识 “正如 要 给 学 生 一 杯 水 , 自己 需 有 一 桶 水 ”, 中 
学 数学 教师 必须 具有 数学 大 学 本 科 毕 业 的 水 平 ， 这 样 才能 很 好 的 
驾驶 中 学 数学 教材 ， 使 他 们 对 中 学 数学 知识 的 来 龙 去 脉 做 到 心中 
有 数 ， 对 有 关 知 识 的 地 位 和 作用 能 准确 把 握 ， 对 中 学 数学 知识 中 
的 数学 思想 、 数 学 方法 能 运用 自如 ; 第 二 , 必须 懂得 教学 方法 , 知 
道 如 何 才能 使 学 生 较 好 掌握 教学 大 纲 中 规定 的 数学 知识 ， 这 就 需 
要 他 们 懂得 如 何 殊 骏 课 堂 教学 ,而 要 有 效 地 驾驭 数学 课堂 教学 ,又 
机 了 解 学 生 的 数学 学 习 心理 过 程 ， 并 且 知 道 怎样 才能 使 学 生 更 加 
喜欢 数学 ， 从 而 更 愿意 努力 地 去 学 习 数 学 ; 第 三 ， 必 须 热 爱 教师 
这 一 工作 , 具有 良好 的 敬业 精神 , 有 强烈 的 责任 心 。 唯 有 这 样 , 他 
们 才能 将 中 学 数学 教学 工作 当成 一 项 事业 ， 自 觉 地 钻研 其 中 的 规 
律 ， 努 力 使 自己 成 为 一 个 “学 者 型 ”的 数学 教师 。 

事实 上 ,“ 教 学 ”二 字 包 含 了 教师 “ 教 ” 和 学 生 “ 学 ”的 双边 
活动 ， 是 教师 与 学 生 之 间 的 心理 相互 作用 的 过 程 。 当 前 ,对 于 一 
个 数学 教师 来 说 ， 自 党 主动 地 去 理解 和 掌握 学 生 的 数学 学 习 的 心 
理 过 程 ， 并 在 此 基础 二， 研究 和 把 握 教 学 过 程 中 教 与 学 相互 作用 
的 基本 规律 ， 已 经 成 为 他 搞 好 数学 教学 的 先决 条 件 ， 否 则 他 将 面 
临 被 淘汰 的 危险 。 数 学 教育 心理 学 是 一 门 用 科学 的 研究 方法 揭示 
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数学 学 科 的 教 与 学 相互 作用 过 程 之 基本 规律 的 科学 ， 因 此 应 该 成 
为 数学 教师 培训 的 主要 必修 课程 。 学 习 和 研究 数学 教育 心理 学 是 
成 为 一 名 合格 的 数学 教师 的 重要 途径 。 


一 ”数学 教育 心理 学 的 性 质 


数学 教育 心理 学 是 在 教育 心理 学 发 展 和 完善 的 基础 上 ， 结 合 
数学 学 科 及 其 教学 的 特点 而 发 展 起 来 的 一 门 边 缘 学 科 。 这 是 一 门 
处 于 发 展 过 程 中 的 学 科 。 国 际 上 ， 真 正 具备 数学 学 科 特 点 的 、 系 
统 的 、 能 被 数学 教育 界 普遍 接受 的 数学 教育 心理 学 学 科 体 系 还 没 
有 建立 起 来 。 与 国际 数学 教育 心理 学 的 发 展 相 比 ， 我 国 的 数学 教 
育 心理 学 只 能 说 还 处 于 初创 阶段 。 

数学 教育 心理 学 必须 要 有 自己 的 理论 、 问 题 、 研 究 方法 以 及 
研究 技术 ， 这 样 才 能 成 为 一 门 独立 的 学 科 。 越 来 越 多 的 数学 教育 
研究 工作 者 认识 到 ， 数 学 教育 心理 学 的 基本 任务 应 该 是 为 人 们 科 
学 地 理解 数学 学 科 的 教学 和 学 习 过 程 提供 依据 ， 同 时 ， 还 应 为 人 
们 改进 数学 教学 和 数学 学 习 提供 方法 。 也 就 是 说 ， 研 究 学 生 的 数 
学 学 习 规律 《如 何 学 ) 和 教师 的 数学 教学 规律 〈 如 何 教 )， 并 根据 
这 种 规律 发 展 促进 数学 学 科 的 教 与 学 的 方法 是 数学 教育 心理 学 的 
两 大 基本 任务 。 


二 ”建立 数学 教育 心理 学 理论 体系 的 几 个 问题 


在 建立 数学 教育 心理 学 理论 体系 的 过 程 中 ， 如 下 几 个 问题 是 
需要 特别 于 以 重视 的 。 

(一 ) 数学 教育 心理 学 研究 的 目的 是 为 数学 的 教 与 学 服务 ， 也 
即 我 们 应 强调 这 一 学 科 的 应 用 性 

从 教育 心理 学 的 发 展 来 看 ， 其 重要 趋势 之 一 是 为 学 校 教育 服 
务 。 研 究 过 程 中 ， 人 们 更 加 强调 了 人 的 社会 本 质 ， 把 人 的 学 习 放 
在 环境 、 社 会 、 文 化 、 集 体 等 背景 中 加 以 研究 ， 被 试 的 选择 直接 
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以 学 生 、 教 师 为 对 象 ， 将 问题 直接 放 在 真实 的 学 校 课堂 教学 情境 
中 进行 研究 。 有 人 还 提出 应 把 教育 心理 学 发 展 成 为 一 门 像 工程 学 
或 医学 一 样 的 应 用 学 科 。 作 为 学 科教 育 心理 学 ， 数 学 教育 心理 学 
应 该 更 加 强调 应 用 性 。 因 此 ， 我 们 应 把 重点 放 在 研究 数学 学 习 的 
特点 和 规律 ， 研 究 如 何 根据 数学 学 习 的 规律 进行 有 效 的 数学 教学 
活动 ， 研 究 教师 诊断 和 解决 学 生 数学 学 习 困 难 的 方法 ， 研 究 学 生 
在 数学 学 习 活 动 过 程 中 的 个 性 差异 ， 研 究 激 发 学 生 的 数学 学 习 动 
机 等 问题 上 ， 并 要 为 学 生 提供 进行 有 效 学 习 的 策略 ， 为 教师 提供 
进行 有 效 教学 的 策略 。 

(二 ) 数学 教育 心理 学 应 具有 鲜明 的 数学 学 科 特 点 

长 期 以 来 ， 我 国 的 数学 教育 心理 学 研究 比较 多 地 侧重 应 用 教 
育 心 理学 的 理论 来 解释 数学 学 习 与 教学 中 的 各 种 现象 。 这 些 工作 
为 更 定 数学 教育 心理 学 理论 体系 打下 了 一 定 的 基础 ， 对 数学 教学 
具有 较 好 的 理论 指导 意义 。 但 是 ， 我 们 也 不 得 不 注意 到 ， 数 学 教 
育 心理 学 研究 仍然 处 于 学 习 教育 心理 学 一 般 理论 阶段 ， 有 待 进 一 
步 深化 。 

我 们 知道 ， 教 育 心理 学 与 数学 教育 心理 学 是 一 般 与 特殊 的 关 
系 ， 因 此 ， 数 学 教育 心理 学 理论 研究 必须 接受 教育 心理 学 的 理论 
指导 。 然 而 ， 数 学 的 学 习 、 教 学 有 其 自身 内 在 的 规律 性 ， 这 种 规 
律 性 是 一 般 的 教育 心理 学 理论 所 无 法 涉及 的 。 这 些 规律 是 在 数学 
学 科 的 教 与 学 的 实践 过 程 中 反映 出 来 的 ,具有 其 本 身 的 特殊 性 、 深 
刻 性 , 是 无 法 从 一 般 的 教 与 学 的 理论 中 演绎 出 来 的 。 比 如 ,“ 为 迁 
移 而 教 "、“ 为 概括 而 教 ” 是 教育 心理 学 的 著名 论断 ， 也 是 被 广大 
数学 教育 工作 者 所 普遍 接受 的 。 教 育 心理 学 中 ， 关 于 迁移 的 理论 
各 种 各 样 ， 如 形式 训练 说 、 相 同 要 素 说 、 概 括 说 、 泛 化 理论 、 转 
化 理论 、 学 习 定 势 理 论 、 认 知 迁 移 理论 ， 等 等 ， 这 些 理论 从 不 同 
角度 对 学 习 的 迁移 问题 进行 了 深入 的 探讨 ， 但 是 ， 当 把 它们 用 于 
解释 数学 学 习 中 的 迁移 现象 时 ， 总 有 令 人 不 满意 之 处 。 例 如 ， 几 
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平 所 有 的 迁移 理论 都 强调 一 般 原理 、 概 括 程度 高 的 知识 的 迁移 效 
果 ， 然 而 ， 在 数学 学 习 中 ， 学 生 学 会 了 某 个 公式 、 定 理 〈 属 于 一 
般 原 理 , 概括 程度 高 ) , 特别 是 数学 思想 方法 后 , 在 应 用 的 过 程 中 ， 
并 不 像 迁移 理论 所 期 待 的 那样 , 出 现 大 量 的 “ 正 迁移 ”, 究 其 原因 ， 
恶 怕 是 数学 中 的 特殊 与 一 般 、 具 体 与 抽象 的 表现 形式 与 其 他 学 科 
存在 很 大 的 差别 ， 数 学 理论 的 抽象 性 确实 比 其 他 事物 的 抽象 性 要 
强 得 多 , 从 而 其 适用 范围 也 就 广 得 多 , 这 样 ， 在 解决 共 体 问题 时 ， 
数学 知识 、 思 想 方 法 与 具体 问题 之 间 的 相互 匹配 就 变 得 尤为 重要 
并 且 难 以 把 握 ， 从 而 常常 使 学 生 感到 相应 的 知识 或 思想 方法 难以 
发 挥 作用 。 事 实 上 ， 正 是 由 于 数学 的 高 度 抽象 性 ， 使 得 数学 的 原 
理 《〈 公 式 、 定 理 等 ) 具有 广泛 的 应 用 性 ， 从 而 也 使 得 数学 方法 具 
有 很 大 的 灵活 性 ， 这 种 灵活 性 便 使 得 学 生 在 解决 具体 问题 时 常常 
觉得 可 用 的 方法 很 多 ， 但 是 真正 用 得 上 的 方法 很 少 。 总 之 ， 数 学 
教育 心理 学 中 ， 我 们 必须 赋 于 迁移 概念 以 反映 数学 学 习 特 点 的 含 
义 ， 而 不 能 照搬 或 借用 教育 心理 学 的 定义 ; 教育 心理 学 理论 应 用 
于 数学 教 与 学 的 实践 ,必须 经 过 一 个 理论 与 实践 之 间 的 相互 作用 ， 
并 在 此 基础 上 进行 重新 概括 ， 这 样 才能 获得 比较 符合 数学 学 科教 
与 学 特点 的 理论 一 数学 教育 心理 学 。 因 此 ， 我 们 可 以 把 数学 孝 
育 心理 学 看 成 是 一 座 联系 教育 心理 学 理论 与 数学 教育 实践 的 桥 
梁 。 

(三 ) 注 意 对 我 国 广大 数学 教师 的 数学 课堂 教学 实践 经 验 进行 
理论 总 结 ， 换 言 之 ， 广 大 数学 教师 的 数学 课堂 教学 实 成 经 验 是 数 
学 教育 心理 学 理论 的 重要 源 来 

应 该 说 ， 我 国 广大 数学 教师 在 他 们 的 数学 教学 实践 中 创造 了 
许多 适合 于 他 们 自己 实际 的 、 具 有 鲜明 特点 的 教学 方法 ， 获 得 了 
很 好 的 教学 效果 。 这 些 教学 方法 中 , 有 的 自觉 地 接受 了 教育 学 、 心 
理学 的 理论 指导 ,并 且 在 实验 的 基础 上 进行 了 一 定 的 理论 总 结 ,从 
而 使 相应 的 教改 经 验 、 教 学 方法 具有 一定 的 普遍 意义 ， 有 的 则 是 

4 


包含 了 深刻 理论 的 教学 实践 经 验 ， 只 是 教师 们 没有 意识 到 这 种 理 
论 内 涵 。 在 进行 数学 教育 心理 学 的 理论 研究 过 程 中 ， 应 特别 注意 
从 数学 教师 的 数学 教学 实践 经 验 中 汲取 营养 ,通过 认真 的 分 析 、 细 
致 的 研究 ， 对 这 些 实践 经 验 进行 抽象 概括 ， 以 获得 符合 我 国 数学 
教学 实际 的 理论 体系 。 

这 里 涉及 到 如 何 看 待 和 评价 我 国 中 小 学 数学 教学 的 何 题 。 现 
在 有 这 样 一 种 倾向 ， 在 基础 教育 中 实施 素质 教育 ， 数 学 教育 为 素 
质 教育 服务 〈 或 数学 教育 应 当 是 素质 教育 )， 而 我 国 过 去 的 数学 教 
育 都 是 应 试 教育 、“ 英 才 教 育 "， 于 是 过 去 的 一 切 都 要 否定 ， 数 学 
课程 、 数 学 教学 方法 等 都 要 彻底 改革 ， 似 乎 不 来 一 场 数学 教育 革 
命 便 不 能 解决 问题 。 我 们 认为 ， 这 种 认识 是 片面 的 ， 是 与 我 国 的 
数学 教育 现状 不 相符 合 的 。 就 整个 基础 教育 来 说 ， 踏 踏实 实地 搞 
好 数学 、 语 文 、 外 语 等 几 门 主要 课程 的 教学 ， 提 高 学 生 的 学 习 效 
率 , 使 学 生 学 得 更 轻松 些 , 更 主动 些 , 这 便 是 最 好 的 素质 教育 . 而 
就 数学 教学 来 说 ， 让 学 生 踏 踏实 实地 学 好 数学 知识 ， 使 学 生 具 备 
较 强 的 数学 能 力 (包括 应 用 数学 知识 解决 实际 问题 的 能 力 ) 和 一 
定 的 创造 精神 ， 就 是 对 素质 教育 的 最 大 贡献 。 我 国 的 数学 教育 确 
实 存 在 许多 问题 ， 鲍 如 : 数学 教学 内 容 陈 旧 ， 反 映 数 学 发 展 和 社 
会 发 展 要 求 的 内 容 不 能 ;数学 教师 任 经 验 进行 教学 的 多 ， 主 动 接 
受 教育 学 、 心 理学 理论 指导 的 少 ; 探索 和 研究 数学 课堂 教学 内 在 
规律 不 够 ; 轻 祝 概念、 原理 的 教学 ， 只 重 结论 不 重 过 程 ， 过 省 学 
习 运 用 不 当 ， 让 学 生 进 行 大 量 的 、 重 复 性 的 机 械 练习 研究 学 生 
数学 学 习 规律 不 够 , 不 注意 学 生 的 个 别 差异 ; 培养 学 生发 现 问题 、 
提出 间 题 的 能 力 不 够 ， 培 养 学 生 解 决 实际 问 题 的 能 力 不 够 ， 只 恒 
视 数学 知识 的 传递 ,忽视 数学 能 力 的 培养 ， 忽 视 学 生 学 习 中 的 非 
智力 因素 ， 等 等 ， 这 些 都 需要 通过 数学 教育 改革 来 加 以 解决 。 但 
是 ， 这 种 改革 不 能 采取 革 伦 式 的 ， 把 过 去 的 一 切 全 部 推倒 重 来 的 
做 法 不 一 定 能 收 到 好 的 效果 。 我 们 应 走 一 条 渐变 式 的 道路 ， 继 承 
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与 发 展 并 重 。 对 中 国 的 数学 教育 首先 应 该 肯定 成 绩 。 中 国学 生 的 
数学 基础 是 扎实 的 ， 强 调 基 础 知识 、 基 本 技能 是 正确 的 ， 强 调 培 
养 运 算 能 力 、 逻 辑 思维 能 力 、 空 间 想象 能 力 以 及 应 用 数学 知识 解 
决 实际 问题 的 能 力也 是 正确 的 。 值 得 指出 的 是 ， 认 知心 理学 家 们 
越 来 越 强调 掌握 基础 知识 的 重要 性 ， 他 们 认为 ， 任 何 学 习 总 是 在 
主体 已 有 的 认 知 结构 的 基础 上 进行 的 。 无 论 一 个 人 怎样 聪明 ， 如 
果 他 不 有 具备 某 一 领域 内 的 知识 ,就 不 可 能 解决 该 领域 内 的 问题 。 因 
此 ， 当 我 们 强调 提高 学 生 的 素质 ， 强 调 培养 学 生 的 能 力 ， 特 别 是 
培养 应 用 数学 知识 解决 实际 问题 的 能 力 时 ， 千 万 不 能 忘记 基础 知 
识 、 基 本 技能 的 重要 性 。 我 们 应 当 客 观 地 分 析 数 学 教育 中 存在 问 
题 的 原因 〈 社 会 环境 的 外 部 原因 和 数学 教学 的 内 部 原因 )， 寻找 解 
决 问题 的 办 法 ， 采 取 一 种 负责 任 的 态度 。 

《四 ) 注意 运用 科学 的 教育 与 心理 研究 的 方法 

在 以 往 的 数学 教育 心理 学 理论 研究 中 ,思辨 性 的 研究 比较 多 ， 
直接 利用 教育 心理 学 的 理论 成 果 对 数学 学 科 的 学 习 与 教学 中 的 现 
象 进 行 解释 的 工作 比较 多 ,以 学 校 中 数学 的 教 与 学 为 直接 对 象 , 通 
过 对 数学 课堂 学 习 与 教学 的 观察 、 试 验 、 实 验 ， 从 而 获得 体现 数 
学 教育 特点 .反映 数学 课堂 学 习 与 教学 客观 规律 的 理论 成 果 较 少 。 
这 样 ， 现 行 的 各 种 数学 教育 理论 在 数学 教学 实践 中 得 到 应 用 和 推 
广 的 程度 将 受到 一 定 的 限制 。 因 此 ， 我 们 应 该 改变 数学 教育 心理 
学 的 研究 思路 ， 将 理论 研究 与 教学 课堂 教学 紧密 地 结合 起 来 ， 以 
扎实 的 实验 为 依托 来 进行 理论 研究 ， 从 实验 中 来 提取 理论 ， 以 逐 
步 建 立 符合 数学 学 习 与 教学 实际 的 理论 体系 。 这 样 ， 在 研究 过 程 
电 我 们 必须 运用 心理 与 教育 的 科学 研究 方法 。 事 实 上 ， 心 理 与 教 
育 的 研究 发 展 到 今天 ， 从 提出 问题 与 假设 、 查 阅 研 究 文献 、 进 行 
研究 设计 、 收 集 数据 资料 到 定性 定量 分 析 数 据 资料 以 及 解释 与 星 
现 研 究 成 果 ， 已 经 形成 一 套 比 较 完 整 的 科学 体系 ， 对 每 个 研究 环 
节 都 有 严格 的 操作 规定 ， 以 确保 结论 的 客观 性 、 科 学 性 。 而 这 些 
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研究 方法 并 没有 在 数学 教育 理论 研究 中 被 普遍 采用 。 所 以 ， 在 数 
学 教育 心理 学 的 研究 中 应 该 认真 地 补 上 研究 方法 这 一 课 ， 走 实证 
性 研究 的 路 子 ， 科 学 地 设计 实验 ， 通 过 对 观察 、 实 验 中 获得 的 数 
据 进 行 分 析 、 统 计 处 理 后 得 出 结论 ， 做 到 言 必 有 据 。 当 然 ， 实 证 
性 研究 是 一 条 艰苦 的 道路 ， 需 要 我 们 付出 更 多 的 精力 、 体 力 ， 而 
且 很 可 能 在 短期 内 难以 取得 成 果 。 然 而 ,， 唯 有 这 样 ， 才 能 使 我 们 
的 理论 符合 数学 教学 的 客观 实际 ， 经 得 起 实践 的 检验 ， 并 能 用 来 
指导 数学 教学 的 实践 。 

特别 值得 一 提 的 是 心理 学 研究 中 的 “生态 化 运动 ”， 即 强调 在 
活生生 的 自然 和 社会 生态 环境 下 来 研究 被 试 的 心理 特点 及 其 发 展 
规律 ， 坚 持 在 教学 实践 中 研究 学 生 的 心理 及 其 发 展 ， 研 究 教育 心 
理学 。 我 们 认为 ， 数 学 教育 心理 学 研究 也 应 提倡 深入 到 数学 课堂 
教学 实际 中 去 ， 将 学 生 放 在 数学 课堂 的 环境 中 进行 研究 ， 从 他 们 
与 数学 课堂 的 相互 作用 中 进行 分 析 、 进 而 揭示 数学 的 教 与 学 的 客 
观 规律 。 . 

(五 ) 关于 数学 教育 心理 学 研究 中 的 哲学 思想 指导 问题 

众所周知 , 心理 学 是 从 哲学 中 分 离 出 来 的 , 它 以 1879 年 冯 特 
创立 世界 上 第 一 个 心理 学 实验 室 ， 培 养 出 大 批 一 流 心理 学 家 为 标 
志 。 而 任何 一 种 心理 学 流派 , 都 有 其 鲜明 的 哲学 思想 基础 。 例 如 ， 
格式 塔 心理 学 以 现象 学 为 哲学 背景 ， 认 为 心理 学 应 以 纯粹 经 验 为 
对 象 ， 对 之 进行 本 质 的 观察 和 素 朴 而 丰富 的 描写 。 这 里 ， 现 象 的 
经 验 是 一 个 整体 ， 不 可 分 解 为 感觉 元 素 ， 因 为 整体 不 等 于 部 分 之 
和 。 任 何 一 个 整体 都 有 其 特点 的 内 在 结构 ， 主 体 通过 认 知 重组 把 
所 这 种 结构 和 本 质 ， 产 生 顿 悟 ， 从 而 获得 解决 问题 的 方法 。 行 为 
主义 心理 学 的 指 学 基础 则 是 实证 主义 ， 主 张 心理 学 的 对 象 是 可 被 
观察 的 事件 ， 因 此 ， 以 华 生 为 代表 的 行为 主义 者 们 ， 把 意识 排除 
在 心理 学 研究 之 外 。 他 们 主张 用 纯粹 自然 科学 的 方法 来 研究 有 机 
体 对 刺激 的 反应 ， 而 研究 的 目的 则 是 由 刺激 预测 反应 ， 以 达到 控 
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制 行为 的 目的 。 新 行为 主义 者 斯 金 纳 认为 ,“ 学 习 ” 即 反应 概率 的 
变化 ; “理论 ”是 对 所 观察 到 的 事实 的 解释 ;“ 学 习 理论 ”所 要 做 
的 ， 是 指出 引起 反应 概率 变化 的 条 件 。 他 特别 强调 了 “强化 ”的 
作用 ， 认 为 如 果 一 种 反应 之 后 伴随 一 种 强化 物 ， 那 么 ， 类 似 环境 
里 发 生 这 种 反应 的 概率 就 增加 。 由 于 行为 主义 心理 学 实际 上 是 一 
种 “没有 心理 的 心理 学 ”, 因而 必然 与 积累 的 大 量 经 验 事实 和 心理 
学 发 展 的 要 求 产生 尖锐 矛盾 。 这 样 ， 行 为 主义 走向 失败 也 就 成 为 
必然 。 作 为 反 行为 主义 的 认 知 心理 学 也 就 应 运 而 生 ， 并 逐渐 占据 
心理 学 的 统治 地 位 。 认 知心 理学 派 中 ， 有 三 种 理论 观点 ;一 种 是 
结构 主义 认 知 心理 学 ， 其 代表 人 物 是 皮 亚 杰 ， 其 哲学 基础 是 结构 
主义 思潮 。 皮 亚 杰 提出 的 发 生 认 识 论 ， 其 核心 是 关于 主 、 客 体 相 
互 作用 的 发 展 心理 学 ， 他 认为 ， 认 识 既 不 发 端 于 客体 ， 也 不 发 端 
于 主体 ， 而 是 发 端 于 联系 主客 体 的 动作 《〈 活 动 ) 之 中 ， 活 动 的 特 
性 就 在 于 它 是 主客 体 的 相互 作用 过 程 ,客体 作用 于 主体 的 同时 , 主 
体 也 作用 于 客体 。 通过 这 种 相互 作用 , 主体 实现 了 对 客体 的 适应 。 
智慧 的 本 质 就 是 适应 。 第 二 种 是 信息 加 工 的 认 知 心理 学 ， 其 哲学 
思想 可 追 湖 到 十 希腊 时 代 的 哲学 家 和 思想 家 对 记忆 和 思维 这 类 认 
知 过 程 的 思索 。 它 的 兴起 是 对 行为 主义 心理 学 放弃 研究 人 的 内 部 
心理 过 程 的 严格 环境 决定 论 的 不 满 和 反抗 的 直接 结果 ， 而 语言 学 
研究 的 新 发 展 、, 信 息 论 、 计 算 机 科学 的 出 现 和 迅速 发 展 以 及 社会 
实际 应 用 的 需要 等 等 ， 也 为 信息 加 工 的 认 知 心理 学 登 上 心理 学 的 
历史 舞台 并 迅速 成 为 主流 创造 了 条 件 。 信 息 加 工 的 认 知 心理 学 家 
把 人 看 成 是 计算 机 式 的 信息 加 工 系统 ， 用 计算 机 的 工作 过 程 来 模 
拟人 的 信息 加 工 过 程 ， 对 人 的 认 知 过 程 的 内 部 心理 机 制 ， 即 信息 
的 输入 、 储 存 、 加 工 及 输出 等 进行 研究 。 他 们 强调 人 头脑 中 已 有 
的 知识 和 知识 的 结构 对 人 的 行为 和 当前 的 认 知 活动 的 决定 性 作 
用 ,认为 各 种 认 知 活动 之 间 是 相互 作用 、 有 机 地 联系 在 一 起 的 , 是 
一 个 统一 的 整体 。 人 的 信息 加 工 是 车 产生 式 系统 来 实现 的 〈 关 于 
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产生 式 系统 , 我 们 在 后 面 将 有 专门 论述 ) 。 第 三 种 观点 是 心理 主义 
的 认 知 心理 学 。 这 种 观点 强调 研究 意识 和 揭示 认 知 过 程 的 内 部 心 
理 机 制 ， 即 信息 是 如 何 获得 、 储 存 、 加 工 和 使 用 的 。 

前 苏联 心理 学 以 马克 思 主 义 暂 学 为 指导 思想 ， 建 立 了 独立 于 
西方 心理 学 的 心理 学 体系 。 由 于 有 了 马克 思 主 义 的 辩证 唯物 主义 
哲学 思想 的 指导 ， 前 苏联 心理 学 取得 了 非常 巨大 的 成 就 ， 并 且 显 
示 出 越 来 越 强 的 生命 力 ， 对 当今 世界 心理 学 的 发 展 产生 了 越 来 越 
大 的 影响 。 例 如 ， 由 维 果 斯 基 、 列 昂 节 夫 和 和 鲁 利 亚 共 同 创立 的 
“文化 历史 发 展 理论 ”, 即 人 的 一 切 心理 现象 “都 应 当 从 历史 的 观 
点 ， 而 不 是 抽象 的 观点 ， 不 是 在 社会 环境 之 外 ， 而 是 在 同 它 的 作 
用 的 不 可 分 割 的 联系 中 ， 加 以 理解 ”的 思想 ， 越 来 越 受 到 西方 的 
重视 。 维 果 斯 基 认为 ， 社 会 文化 历史 在 人 的 心理 发 展 上 起 到 很 大 
的 作用 ， 特 别 是 活动 和 社会 交往 在 人 的 高 级 心理 机 能 发 展 中 起 了 
突出 的 作用 。 他 认为 ， 高 级 心理 机 能 来 源 于 外 部 动作 的 内 化 ， 这 
种 内 化 不 仅 通过 教学 , 而 且 也 通过 日 常生 活 、 游 戏 和 劳动 来 实现 。 
同时 , 内 在 的 智力 动作 也 外 化 为 实际 动作 , 使 主观 见 之 于 客观 。 内 
化 与 外 化 的 桥梁 就 是 人 的 活动 。 另 外 ， 维 果 斯 基 还 提出 了 “最 近 
发 展区 ”理论 ,“ 最 近 发 展区 ”是 指 学 生 已 经 有 可 能 做 到 、 但 义 不 
能 独立 做 到 的 那个 区 域 。 他 认为 ， 最 近 发 展区 决定 着 教学 的 可 能 
性 ， 而 教学 也 应 当 以 它 为 目标 。 教 学 始终 并 且 应 当 走 在 发 展 的 前 
面 。 维 果 斯 基 的 这 些 思想 , 在 70 年 代 末 以 来 , 以 布 鲁 纳 为 首 的 美 
国教 育 心理 学 家 进行 了 大 量 介 绍 ， 这 对 “建构 主义 学 习 理 论 ” 这 
一 被 称 为 引起 “教育 心理 学 领域 的 一 场 革命 ”的 理论 的 形成 产生 
了 重大 影响 。 

由 以 上 简单 介绍 我 们 不 难 发 现 ， 任 何 一 种 有 影响 的 心理 学 理 
论 ， 都 是 建立 在 明确 的 哲学 思想 指导 下 的 。 因 此 ， 要 建立 科学 的 
数学 教育 心理 学 体系 ， 没 有 哲学 思想 的 指导 也 是 不 可 能 的 。 我 们 
认为 ， 在 数学 教育 心理 学 的 研究 中 ， 除 了 坚持 辩证 唯物 主义 和 历 
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史 唯 物 主义 思想 外 ， 还 必须 应 用 数学 哲学 的 研究 成 果 。 我 们 可 以 
从 如 下 几 个 方面 来 考察 这 样 做 的 必要 性 。 

第 一 ， 要 有 效 地 进行 数学 的 学 习 与 教学 ， 必 须 首 先 认 识 清楚 
数学 对 象 的 性 质 和 存在 的 方式 ,这 是 涉及 到 建立 科学 的 数学 观 ,从 
而 形成 正确 的 数学 价值 观 的 根本 问题 ， 这 样 也 就 涉及 到 学 生 对 数 
学 的 情感 问题 。 我 们 认为 ， 对 于 “什么 是 数学 ”的 回答 ， 最 重要 
的 是 要 认识 数学 与 现实 世界 的 关系 问题 就 中 学 数学 来 说 ,“ 数 学 
是 研究 现实 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 ”的 定义 是 不 过 时 的 , 数 
学 研究 的 对 象 既 来 源 于 现实 世界 〈 即 数学 的 概念 、 原 理 是 通过 对 
现实 世界 中 的 事物 在 数量 关系 或 空间 形式 方面 进行 抽象 后 获得 
的 ), 又 与 现实 世界 中 的 具体 事物 有 一 定 的 距离 (如 数学 中 所 讲 的 
没有 大 小 的 点 、 没 有 粗细 的 直线 是 不 存在 的 一 样 )， 数 学 概念 、 原 
理 的 建立 过 程 ,实际 上 是 送 用 已 有 的 数学 知识 和 数学 活动 经 验 , 对 
现实 世界 中 相应 事物 及 其 关系 进行 不 浙 抽象 概括 的 过 程 ， 用 现在 
比较 流行 的 说 法 ， 就 是 建立 数学 模型 的 过 程 。 我 们 认为 ， 这 些 观 
念 的 建立 ， 是 学 生 树 立正 确 的 数学 观念 的 前 提 ， 也 是 解决 如 何 使 
学 生 形 成 自觉 地 将 数学 理论 知识 应 用 于 实际 问题 的 意识 的 前 提 。 
现在 ， 数 学 的 应 用 问题 受到 越 来 越 多 的 关注 ， 特 别 是 方兴未艾 的 
数学 建 模 教学 ， 更 是 把 培养 学 生 建 立 和 处 理 数学 模型 的 能 力作 为 
主要 目标 。 如 何 加 强 数学 教学 与 实际 之 间 的 联系 ， 确 实 是 数学 教 
育 的 理论 与 实践 中 急 待 解决 的 问题 。 而 在 数学 教育 实践 中 ， 很 多 
学 生 对 解 应 用 题 并 不 感 兴趣 ， 同 时 ， 当 他 们 过 到 实际 同 题 时 “ 即 
使 是 一 个 非常 简单 的 实际 应 用 问题 ), 他 们 也 感到 书本 上 所 学 的 数 
学 知识 用 不 上 。 我 们 认为 ， 数 学 教育 心理 学 应 该 对 形成 这 种 状况 
的 原因 进行 研究 ,而 这 就 需要 以 数学 督学 中 关于 数学 对 象 的 音义、 
价值 、 性 质 及 其 构成 方式 等 的 研究 成 果 为 指导 。 

第 二 ， 要 进行 有 效 的 数学 学 习 与 教学 ， 还 必须 搞 清 学 生 的 数 
学 学 习 过 程 的 特点 和 规律 。 这 就 要 求 我 们 在 教育 心理 学 关于 知识 
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学 习 过 程 的 有 关 理论 的 指导 下 ， 认 真 研究 教学 概念 、 公 式 、 原 理 
等 的 学 习 特点 和 规律 ， 而 这 又 需要 以 数学 哲学 中 关于 数学 认识 论 
方面 的 研究 成 果 为 指导 。 数 学 认识 论 认为 ， 数 学 认识 过 程 是 认识 
主体 与 数学 理论 这 一 客体 进行 相互 作用 的 过 程 。 从 社会 意义 的 角 
度 ， 我 们 可 以 把 数学 认识 过 程 分 为 数学 研究 过 程 和 数学 学 习 过 程 
两 类 。 数 学 研究 的 对 象 是 人 类 社会 的 未 知 世界 ， 这 一 研究 过 程 的 
一 般 路 线 是 :发 现 问题 -一 提出 假设 一 一 验 证 假设 一 一 获得 结论 。 
这 里 ， 问 题 可 能 是 从 人 们 在 其 他 领域 中 提出 的 ， 也 可 能 是 从 数学 
内 部 提出 的 ， 提 出 问题 以 后 ， 人 们 会 对 问题 的 答案 和 可 能 的 解决 
途径 作出 猜测 并 进而 对 之 进行 论证 :如果 论证 成 功 ， 则 对 论证 过 
程 进 行 抽象 概括 以 获得 理论 的 完整 表述 ;如 果 论 证 失败 ， 则 对 猜 
想 及 论证 过 程 进行 检查 与 修正 ， 并 进行 新 的 论证 ， 直 到 获得 正确 
结论 为 止 。 而 数学 学 习 的 对 象 是 人 类 社会 的 已 知 世 界 ， 这 一 学 习 
过 程 主要 表现 为 学 生 对 数学 内 容 (由 数学 教科 书 提供 的 ) 的 理解 、 
掌握 和 应 用 ， 其 一 般 路 线 是 ， 先 学 习 基本 概念 和 原理 ， 然 后 ， 在 
基本 概念 和 原理 的 指导 下 ， 逐 渐 展开 理论 体系 《一 般 原 理 中 所 包 
含 的 具体 内 容 ), 使 学 习 的 内 容 逐 渐 接近 客观 实际 。 显然 , 这 一 认 
识 过 程 是 与 数学 研究 过 程 不 吻合 甚至 是 相反 的 。 数 学 学 习 过 程 的 
这 种 特点 是 数学 教育 本 身 所 要 求 的 ， 是 学 校 数学 教学 客观 规律 的 
反映 ,但 是 这 又 容易 使 处 于 发 展 阶段 的 学 生 误 认为 数学 认识 活动 
中 可 以 没有 实践 环节 ， 其 结果 往往 是 使 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 缺 
乏 自 己 自主 的 数学 思维 活动 ， 把 数学 学 习 过 程 变 成 是 对 数学 的 基 
本 概念 、 公 式 、 原 理 等 的 纯 形 式 学 习 过 程 。 这 桩 ， 既 使 学 生 缺 乏 
应 用 数学 知识 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 又 因为 缺乏 数学 实践 
而 使 学 生 的 数学 学 习 容易 走向 死记 硬 背 ， 而 且 还 会 严重 地 影响 学 
生 对 数学 的 情感 。 因 此 ， 数 学 教育 心理 学 应 该 研究 学 生 数 学 学 习 
的 一 般 特 点 和 规律 ， 同 时 也 应 研究 如 何 使 学 生 的 数学 学 习 更 加 接 
近 数 学 研究 的 真实 过 程 ， 以 保证 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 有 足够 的 
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机 会 进行 主动 的 数学 实践 活动 ， 从 而 使 学 生 能 在 自己 主动 的 思维 
活动 下 学 习 数 学 。 这 就 要 求 我 们 认真 研究 在 数学 教学 中 如 何 把 握 
认识 与 实践 环节 的 比重 和 相互 作用 的 途径 ， 在 避免 从 理论 到 理论 
的 前 提 下 , 如 何 使 学 生 尽快 地 建构 起 数学 知识 的 逻辑 体系 。 显然， 
这 些 问 题 的 解决 需要 数学 认识 论 的 直接 指导 。 

在 数学 认识 论 的 研究 中 ， 还 对 数学 的 经 验 、 直 觉 、 抽 象 以 及 
数学 美 等 因素 在 数学 研究 活动 中 的 作用 问题 进行 了 深入 的 研究 ， 
而 数学 教育 心理 学 的 研究 中 ， 对 影响 学 生 数 学 学 习 的 内 外 因素 的 
研究 是 重点 之 一 , 这 两 者 在 某 种 意义 上 是 相互 吻合 的 。 事实 上 , 学 
生 的 数学 学 习 ， 既 受 其 心理 发 展 水 平 的 影响 ， 也 受 数学 学 习 材料 
的 影响 ， 数 学 教师 就 是 要 在 理解 学 生 的 心理 发 展 水 平 、 掌 握 数学 
学 习 材料 特点 的 前 提 下 ， 针 对 不 同心 理发 展 水 平 学 生 的 特点 ， 以 
他 们 所 能 理解 的 语言 ， 有 计划 地 向 学 生 讲解 数学 学 习 活动 中 的 经 
验 、 直 觉 、 想 象 、 猜 想 、 抽 象 等 的 内 涵 ， 引 导 学 生 对 这 些 因 素 进 
行 有 意识 的 、 主动 自觉 地 体验 , 感受 数学 学 习 过 程 中 的 数学 美 , 从 
而 提高 学 生 的 数学 学 习 的 层次 水 平 。 数 学 认识 论 告诉 我 们 ， 人 们 
对 数学 的 经 验 、 直 觉 、 抽 象 、 数 学 美的 体验 是 互 不 相同 的 ， 不 仅 
有 层次 差别 ， 而 且 也 有 不 同 侧面 的 差别 。 只 有 通过 主体 自身 积极 
主动 的 认识 活动 ， 才 能 使 认识 主体 获得 自己 的 体验 。 这 样 ， 教 师 
在 教学 过 程 中 ， 必 须 努 力 引导 学 生 对 数学 学 习 过 程 中 的 经 验 、 直 
觉 、 抽 象 和 数学 美 等 进行 积极 的 体验 ， 设 计 好 教学 情境 ， 为 学 生 
提供 这 种 积极 体验 的 机 会 ， 而 不 能 试图 通过 灌输 的 办 法 让 学 生理 
解 教师 自己 的 体验 。 

另外 ， 教 学 过 程 的 安排 必须 以 学 生 数 学 学 习 活动 过 程 的 一 般 
规律 为 依据 。 因 此 ， 数 学 认识 论 也 在 数学 教学 方法 及 其 形式 方面 
对 数学 教育 产生 影响 。 综 合 数学 认识 论 中 关于 数学 认识 活动 过 程 
的 各 个 环节 及 其 相互 作用 的 规律 和 学 生 数 学 学 习 过 程 中 的 其 他 心 
理 因素 如 兴趣 、 动 机 、 归 因 、 能 力 倾向 、 认 知 方式 等 ),， 教师 可 
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以 更 好 地 为 学 生 提 供 恰当 的 教学 情境 ， 使 教学 情境 更 加 符合 学 生 
的 数学 学 习 进 程 ， 这 有 利于 学 生 克 服 学 习 过 程 中 的 思想 障碍 ， 使 
他 们 在 一 种 更 加 主动 的 状态 下 进行 学 习 ， 从 而 既 能 使 教学 变 得 更 
有 成 效 ， 又 能 更 好 地 发 挥 学 生 的 认 知 潜能 。 

第 三 ， 数 学 教学 的 最 重要 任务 是 要 培养 和 发 展 学 生 的 数学 能 
力 ， 其 中 又 以 培养 和 发 展 学 生 的 逻辑 思维 能 力 为 重点 。 为 了 有 效 
地 进行 数学 思维 能 力 培养 ， 我 们 必须 掌握 学 生 的 数学 思维 活动 的 
一 般 方法 和 规律 ， 而 这 又 需要 有 关于 数学 思维 活动 的 一 般 方 法 和 
规律 的 理论 指导 ， 即 需要 数学 方法 论 的 指导 。 众 所 周知 ， 数 学 方 
法 论 主要 是 研究 和 讨论 数学 的 发 展 规律 、 数 学 的 思想 方法 以 及 数 
学 中 的 发 现 、 发 明 与 创新 等 法 则 的 一 门 学 间 《 徐 利 治 ，1983)。 从 
与 数学 教育 的 关系 来 看 ， 数 学 方法 论 对 各 种 数学 思维 方法 的 性 质 
和 和 作用 的 研究 《包括 对 观察 、 试 验 、 演绎 、 归 纳 、 综合 、 化 归 、 形 
式 化 、 公 理化 、 合 情 推 理 、 逆 向 思维 等 方法 的 研究 以 及 对 数学 研 
究 中 的 审美 感 、 直 觉 和 形象 思维 等 非 逻 辑 成 分 的 研究 ), 对 数学 教 
育 的 意义 最 大 ， 作 用 更 直接 。 只 有 将 数学 方法 论 中 关于 数学 思维 
方法 的 研究 成 果 运用 到 数学 教育 心理 学 对 学 生 数 学 学 习 及 其 教学 
的 研究 中 来 , 才能 使 数学 学 习 论 的 研究 具有 数学 学 科 特 点 . 同时， 
数学 方法 论 关于 数学 思维 的 训练 方式 和 途径 的 研究 ， 为 教师 在 数 
学 教学 中 如 何 将 自己 的 教学 提高 到 既 注 重 向 学 生 传 授 知 识 ， 又 注 
意 在 一 个 较 高 水 平 上 对 学 生 进行 数学 方法 论 方面 的 训练 和 培养 提 
供 了 理论 指导 。 众 所 周知 ， 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 ， 需 要 运用 各 
种 方法 来 分 析 和 处 理 问 题 ， 在 分 析 和 处 理 问题 的 过 程 中 ， 既 涉及 
到 学 生 已 有 数学 知识 结构 的 性 质 ， 也 与 学 生 的 数学 思维 品质 水 平 
和 数学 能 力 高 低 有 关 ， 同时 还 与 学 生 的 数学 学 习 兴 趣 、 动 机 等 非 
试 知 因素 有 关 。 这 样 , 教师 在 向 学 生 传 授 具 体 数学 知识 的 过 程 中 ， 
要 注意 发 挥 数 学 知识 中 所 包含 的 数学 思想 方法 的 作用 ， 向 学 生 充 
分 展示 教学 知识 的 获得 过 程 ， 从 而 让 学 生 经 历 相 应 的 数学 思维 活 
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动 过 程 ， 体 验 数 学 研究 活动 的 真 谤 ， 领 会 知识 中 所 包含 的 数学 思 
想 方 法 。 这 些 都 需要 有 数学 方法 论 的 指导 。 

总 之 ， 数 学 哲学 的 各 方面 研究 都 与 数学 教育 实践 有 紧密 的 联 
系 ， 能 为 数学 教育 心理 学 研究 提供 坚实 的 理论 基础 。 只 有 在 数学 
哲学 的 指导 下 ， 才 能 使 数学 教育 心理 学 的 研究 既 具 有 数学 学 科 的 
特点 ， 又 具有 理论 的 深度 。 

(六 )》 关于 数学 史 与 数学 教育 心理 学 的 关 条 

我 们 认为 ， 数 学 教育 心理 学 研究 必须 利用 数学 史 所 提供 的 生 
动 秦 材 。 这里， 至 少 有 两 个 方面 可 以 利用 。 第 一 ， 关 于 数学 概念 
和 原理 的 发 展 进程 ， 第 二 ， 关 于 数学 思维 活动 的 原始 过 程 (特别 
是 数学 家 的 数学 研究 过 程 ) 。 

众所周知 ， 人 的 发 展 是 在 无 数 代 前 辈 人 的 全 部 经 验 总 和 的 基 
础 上 进行 的 。 人 在 掌握 前 人 的 经 验 时 ， 要 (简略 地 ) 重演 前 人 获 
得 相应 经 验 的 过 程 , “我 们 所 赖 以 生活 的 一 切 和 我 们 所 占有 的 一 
切 ， 本 身 都 带 有 社会 起 源 的 痕迹 .”{( 巴 索 夫 ，1926) 因此 ， 当 我 
们 考察 和 研究 学 生 的 数学 学 习 过 程 时 ， 必 须 注意 吸收 和 借 监 作 为 
人 类 社会 活动 经 验 结晶 之 一 的 数学 概念 和 原理 的 发 展 经 验 。 例 如 ， 
学 生 在 学 习 数 0、 虚 数 、 极 限 等 概念 时 ,常常 出 现 理解 上 的 困难 ， 
在 学 习 用 字母 表示 数 时 ， 常 常 对 字母 所 表示 的 数 的 任意 性 感到 困 
或， 而 这 正 是 数学 发 展 史上 ， 由 于 这 些 概念 或 方法 的 引进 ， 引 起 
数学 研究 工作 者 思想 上 的 困惑 的 时 期 ， 而 且 ， 正 因为 突破 了 传统 
观念 的 束缚 ， 引 进 了 这 些 概 念 或 方法 ， 才 使 得 数学 研究 的 对 象 发 
生 重 大 改变 《从 正 数 扩展 到 实数 ， 从 实数 又 扩展 到 复数 ， 从 定量 
研究 转变 为 变量 研究 等 ) ,从 而 大 大 地 推动 了 数学 研究 进程 .因此 ， 
学 生 在 理解 上 的 困 感 ， 某 种 意义 上 可 以 看 成 是 数学 发 展 史上 发 生 
思想 困惑 的 重演 。 这 样 ， 借 鉴 数 学 发 展 史上 的 经 验 ， 我 们 可 以 准 
确 地 预计 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 可 能 产生 困难 的 地 方 ， 能 更 正确 
地 判断 产生 问题 的 原因 ， 能 更 有 的 放 矢 地 为 学 生 安排 数学 学 习 进 
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程 ， 为 学 生 的 数学 学 习 提供 更 加 恰当 而 有 效 的 帮助 。 

数学 思维 活动 经 验 对 数学 教育 具有 更 大 的 现实 意义 ,例如 , 数 
学 家 是 如 何 从 实际 问题 或 数学 研究 的 内 部 发 现 并 概括 出 数学 问题 
的 ; 在 解决 问题 的 过 程 中 ， 他 们 的 思想 历程 是 怎样 的 ; 在 过 到 困 
难 时 ， 他 们 是 如 何 设法 解决 的 ， 他 们 采取 什么 办 法 来 打破 思维 的 
伪 局 , 开拓 自己 的 思路 ; 他 们 是 如 何 修改 、 整 理 自己 的 思维 过 程 ， 
把 自己 的 思想 精确 地 表达 出 来 的 , 等 等 。 这 些 数学 思维 活动 经 验 ， 
对 于 数学 教师 理解 学 生 的 数学 思维 过 程 ， 栓 当地 安排 学 生 的 数学 
活动 , 使 学 生 在 活动 中 主动 地 获取 数学 知识 , 具有 极 大 的 启发 性 。 
因为 学 生 在 数学 学 习 活动 中 的 思维 过 程 与 数学 家 在 数学 研究 中 的 
思维 过 程 ， 具 有 较 大 的 相似 性 。 另 外 ， 数 学 教科 书 中 的 知识 体系 
一 般 是 按照 “定义 、 概 念 、 原 理 一 举例 一 一 应 用 ”的 顺序 安排 
的 ， 这 与 数学 知识 的 原始 获得 过 程 、 与 学 生 的 数学 思维 进程 都 是 
相反 的 。 数 学 教师 必须 借 监 数学 家 在 获得 数学 概念 、 原 理 时 的 思 
维 活动 过 程 , 分 析 学 生 的 数学 思维 过 程 , 并 据 此 设置 教学 情境 , 这 
样 才能 使 教学 符合 学 生 思维 活动 规律 。 因 此 ， 数 学 教育 心理 学 研 
究 必须 重视 数学 史 的 作用 。 

(七) 批判 性 地 吸收 和 借鉴 国外 的 数学 教育 理论 及 研究 经 验 和 
成 果 

前面 已 经 指出 ， 数 学 教育 心理 学 是 一 门 处 于 发 展 过 程 中 的 学 
科 , 西方 的 发 展 早 于 我 国 ,理论 与 实践 都 走 在 我 们 的 前 面 。 因 此 ， 
我 们 必须 虚心 地 向 他 们 学 习 。 例如 , 伴随 着 建构 主义 观点 的 兴起 ， 
教育 心理 学 正在 经 历 着 一 场 革命 。 相 应 的 ， 数 学 教育 中 也 提出 了 
数学 教育 的 建构 主义 观点 ， 座 为 学 生 的 数学 学 习 过 程 是 学 生 利用 
自己 已 有 数学 认 知 结构 中 的 相关 知识 包括 从 书本 上 学 习 的 和 从 
目 常 生活 经 验 中 获得 的 ) 与 新 知识 进行 相互 作用 ， 主 动 地 从 数量 
和 空间 关系 的 角度 来 选择 和 注意 信息 ， 并 主动 地 建构 信息 的 数学 
意义 的 过 程 。 建 构 包 含 了 两 方面 的 含义 ;一 方面 是 对 新 信息 (新 
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知识 ) 数学 意义 的 建构 ， 另 一 方面 是 对 已 有 数学 知识 经 验 的 改造 
与 重新 组 合 一 一 已 有 数学 知识 的 应 用 过 程 并 不 仅仅 是 从 长 时 记忆 
中 简单 提取 出 相应 的 数学 知识 ,而 且 也 包含 了 对 它们 的 加 工 改造 。 
每 一 个 学 生 都 有 自己 对 数学 知识 的 理解 方式 ， 不 同 的 学 生 对 同样 
的 数学 知识 有 不 同 的 理解 ， 他 们 看 到 的 是 同一 数学 知识 的 不 同方 
面 。 这 样 ， 数 学 教学 中 就 应 当 特 别 注意 引导 学 生 加 强 合作 ， 使 他 
们 相互 启发 , 取长补短 , 从 而 尽 可 能 全 面 地 理解 相应 的 数学 知识 。 
这 些 观 点 对 于 加 深 理 解 学 生 的 数学 学 习 过 程 ， 转 变 我 们 的 数学 教 
育 观念 ， 无 疑 具有 重 机 意义 。 然 而 ， 我 们 又 必须 注意 到 ， 由 于 学 
生 的 认 知 发 展 水 平 的 限制 ， 他 们 在 对 信息 的 数学 意义 的 建构 过 程 
中 ， 存 在 较 大 的 盲目 性 ， 因 此 ， 学 生 对 信息 的 建构 活动 〈 新 知识 
的 学 习 活 动 ) 必须 处 于 教师 的 帮助 指导 下 ， 这 一 点 在 西方 数学 教 
育 心 理学 研究 中 是 重视 不 够 的 ， 而 重视 研究 教师 教 的 规律 性 正 是 
我 国 数学 教育 理论 研究 的 长 处 。 另外， 在 建构 主义 观点 下 的 “ 癌 
是 解决” 教学 ， 在 加 强 学 生 学 习 主动 性 的 要 求 下 ， 强 调 了 所 谓 问 
题 的 “开放 性 ”, 更 有 走 极端 的 , 认为 可 以 把 数学 知识 系统 的 学 习 
置 于 “问题 解决 ”过 程 之 中 ， 结 果 使 学 生 的 数学 学 习 常 常 停留 在 
具体 解答 的 获得 上 ， 从 而 降低 了 数学 知识 的 理论 水 平野 次， 使 学 
生 难 以 获得 对 数学 概念 的 理性 理解 。 类 似 的 这 些 问题 ， 都 是 我 们 
在 研究 过 程 中 应 该 予以 特别 注意 的 。 

总 之 , 在 数学 教育 心理 学 的 理论 建设 中 , 涉及 到 的 问题 很 多 ， 
需要 考虑 的 因素 也 很 多 。 只 有 认真 、 全 面 地 对 有 关 问 题 进行 深入 
思考 ,理论 联系 实际 ,运用 成 熟 的 教育 和 心理 科学 研究 方法 ， 结 
合 数学 学 习 、 教 学 的 实际 ， 结 合 我 国 的 具体 国情 ， 把 数学 教育 心 
理学 理论 建立 在 数学 教学 与 心理 实验 的 基础 上 ， 才 能 找到 一 条 既 
反映 数学 学 科 的 教 与 学 的 内 在 规律 ， 又 符合 我 国 基础 教育 实际 的 
研究 之 路 ， 建 立 其 有 中 国 特色 的 数学 教育 心理 学 科学 体系 。 


16 


第 一 章 ”数学 教育 中 的 几 个 理论 问题 


第 一 节 ”数学 素质 及 其 培养 


数学 教育 改革 在 基础 教育 阶段 由 “应 斌 教育 ”向 “素质 教 
育 ” 转 轨 的 大 背景 下 进行 。 因 此 ， 关 于 数学 素质 和 数学 教学 中 贯 
彻 素质 教育 思想 的 议论 和 文章 随处 可 见 。 然 而 ， 细 心 的 读者 不 难 
发 现 ， 人 们 对 什么 是 数学 素质 、 数 学 教学 如 何 贯彻 素质 教育 思想 
的 认识 是 千差万别 的 。 这 种 状况 ， 一 方面 说 明 数 学 教育 研究 正在 
继续 深入 ， 人 们 的 思想 活跃 ， 另 一 方面 也 说 明理 论 研究 中 出 现 了 
一 定 的 混乱 ， 这 种 混乱 如 果 不 及 时 澄清 ， 将 对 我 国 的 数学 教育 改 
革 产 生 不 利 影响 。 

众所周知 , 素质 是 人 的 内 在 之 物 , 是 一 种 精神 , 一 种 品质 , 一 
种 “无 形 之 物 ”。 没有 任何 一 种 单独 的 特征 能 够 概括 “人 的 素质 ”， 
然而 素质 又 随时 会 以 某 种 形式 表现 出 来 素质 是 一 个 人 的 品格 、 精 
神 、 知 识 、 能 力 、 学 识 、 言 谈 、 行 为 举止 等 的 综合 。 人 的 素质 是 
以 先天 遗传 因素 为 基础 ， 在 后 天 环境 的 作用 下 逐渐 养 成 的 ， 而 且 
后 天 环境 影响 是 决定 性 的 。 在 后 天 因素 中 ， 学 校 教育 的 影响 又 是 
学 足 轻重 的 。 学 校 教 育 中 ， 各 学 科 都 担负 着 提高 学 生 素质 的 共同 
任务 ， 而 各 学 科 又 在 素质 教育 中 发 挥 着 自己 独特 的 作用 。 数 学 教 
育 在 人 的 素质 养 成 上 具有 不 可 替代 的 作用 ,“ 直 观 思维 、 远 辑 推理 、 
精确 计算 以 及 结论 的 明确 无 误 ”，“ 是 每 个 公民 的 科学 文化 素质 ”， 
这 些 素质 的 培养 主要 依靠 数学 教育 。 在 基础 教育 阶段 ， 通 过 数学 
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基础 知识 的 学 习 ， 数 学 思维 方法 的 训练 ， 可 以 使 学 生养 成 “ 数 
学 ”地 思维 的 习惯 ， 形 成 “数学 ”地 观察 世界 、 处 理 和 解决 问题 
的 能 力 。 

实际 上 ， 说 一 个 人 的 数学 素质 好 ， 与 我 们 平时 说 的 一 个 人 有 
数学 头脑 的 意思 差不多 ， 归 根 到 底 是 指 他 能 够 从 数学 的 角度 来 思 
考 问题 ,“ 数 感 ” 好 ,有 数量 概念 和 规律 概念 , 能 够 辩证 地 看 问题 ， 
等 等 ， 而 这 些 素质 的 养 成 则 是 在 长 期 的 数学 具体 知识 学 习 过 程 中 
潜移默化 地 完成 的 。 数 学 素质 是 与 人 的 心理 发 展 密切 相关 的 ， 因 
此 ， 数 学 素质 的 形成 与 发 展 存在 着 年 龄 特征 的 问题 ， 不 同年 龄 阶 
段 具 有 不 同 的 数学 素质 特征 。 这 样 ， 数 学 素质 的 研究 应 该 采用 静 
态 与 动态 相 结合 的 方法 ， 即 从 静态 上 要 分 析 数 学 素质 的 基本 构成 
因素 ， 从 动态 上 要 探讨 不 同时 期 人 的 数学 素质 的 发 展 变化 。 而 在 
数学 教学 过 程 中 ， 则 要 根据 这 种 发 展 变化 的 特点 ， 在 不 同时 期 对 
数学 素质 进行 有 侧重 的 培养 ， 将 数学 素质 的 培养 与 具体 知识 的 教 
学 结合 起 来 ， 把 数学 素质 的 培养 落实 在 课堂 教学 之 中 。 

显然 ， 一 个 人 的 数学 素质 与 他 所 具有 的 数学 知识 和 数学 技能 
密切 相关 ,一 个 数学 知识 贫乏 的 人 不 可 能 表现 出 良好 的 数学 素质 ， 
因此 ， 数 学 知识 和 技能 是 数学 素质 的 基础 。 由 于 数学 素质 主要 是 
在 思维 活动 中 表现 出 来 的 ， 因 此 我 们 可 以 从 人 的 思维 活动 过 程 来 
考察 。 另 一 方面 ， 从 系统 论 观点 出 发 ， 我 们 可 以 把 素质 作为 人 这 
一 整体 中 的 一 个 子 系统 ， 而 数学 素质 又 是 素质 这 一 系统 中 的 子 系 
统 ， 因 此 ， 探 讨 数学 素质 的 组 成 因素 又 要 从 数学 素质 在 人 这 一 整 
体 中 的 地 位 和 作用 ， 数 学 素质 本 身 整 体 与 部 分 、 部 分 与 部 分 之 间 
的 关系 等 方面 进行 考察 。 另 外 ， 数 学 素质 与 人 的 数学 能 力 密切 相 
关 ， 但 又 不 能 等 同 。 总 的 来 说 ， 与 数学 能 力 比 较 ， 数 学 素质 更 加 
“无 形 ”， 层 次 更 高 ， 但 它们 两 者 又 是 互 为 条 件 、 相 辅 相 成 的 。 因 
此 ， 探 讨 数学 素质 问题 又 与 数学 能 力 问题 密 不 可 分 。 

总 之 ， 数 学 素质 是 多 层次 、 多 侧面 的 ， 对 数学 素质 的 探讨 也 
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可 以 从 不 同 水 平 、 不 同方 面 来 进行 。 下 面 我 们 从 人 的 思维 活动 中 
所 包含 的 数学 活动 成 分 这 一 角度 ， 对 数学 素质 进行 探讨 。 

王 梯 坤 先生 指出 ， 定 量 思 维 “ 是 指 人 们 从 实际 中 提炼 数学 问 
题 , 抽象 化 为 数学 模型 , 用 数学 计算 求 出 此 模型 的 解 或 近似 解 , 然 
后 回 到 现实 中 进行 检验 ， 必 要 时 修改 模型 使 之 更 切合 实际 ， 最 后 
编制 解 题 的 软件 包 , 以 便 得 到 更 广泛 的 方便 的 应 用 。”@ 我 们 认为 ， 
王 梓 坤 先生 的 这 一 论述 是 对 人 的 思维 活动 中 所 包含 的 数学 活动 成 
分 的 最 精确 的 描述 ， 因 此 ， 它 可 以 作为 我 们 研究 数学 素质 的 一 个 
总 的 指导 思想 。 


一 ”精确 的 定量 思维 和 准确 的 定性 思维 


从 王 梓 坤 先生 的 论述 中 可 以 看 出 ， 定 量 思维 贯穿 于 解决 问题 
的 始终 ， 而 数学 计算 在 其 中 又 起 到 非常 重要 的 作用 。 事 实 上 ， 在 
基础 教育 阶段 ， 定 量 思维 主要 靠 数学 的 精确 计算 来 培养 。 众 所 周 
知 ; 计算 和 演绎 是 数学 中 紧密 结合 在 一 起 的 过 程 ， 从 某 种 意义 上 
说 , 数学 学 习 的 主要 作用 是 形成 “算法 的 思维 ”培养 按照 规定 的 
适 算 程序 计算 的 习惯 和 设计 新 的 计算 程序 的 能 力 〈 实 际 上 ， 数 学 
的 公式 、 法 则 、 定理 等 都 可 以 理解 为 规定 好 的 计算 程序 )。 数学 计 
算是 数学 课堂 上 的 一 项 重要 的 教学 活动 ， 思 维 的 创造 性 和 应 用 数 
学 的 能 力 都 可 以 从 中 得 到 培养 。 在 数学 学 习 过 程 中 ， 时 刻 需 要 构 
造 算法 、 选 择 算法 。 通 过 构造 算法 、 比 较 不 同 算法 的 效率 并 选择 
算法 的 实践 ， 学 生 逐 渐 地 养 成 从 事 智力 活动 的 习惯 : 计划 自己 的 
工作 ， 寻 找 完 成 工作 的 合理 途径 ， 对 结果 进行 批判 和 评价 。 

计算 包括 根据 法 则 进行 的 精确 计算 、 心 算 和 估算 。 按 照 运算 
法 则 进行 计算 训练 了 学 生 的 推理 技巧 ， 培 养 了 按 程序 进行 操作 的 
技能 ， 使 学 生 形成 了 按 规则 办 事 的 素养 和 习惯 ;而 心算 和 估算 则 


全 王 梓 坤 . 今日 数学 及 其 应 用 . 数学 通报 ，1994 (7? 
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培养 了 学 生 全 面 把 握 问 题 情景 、 洞 察 事物 本 质 的 能 力 ， 对 数据 特 
点 的 准确 理解 、 对 算法 的 合理 选择 、 对 结果 合理 性 的 正确 判断 等 
能 力 。 精 确 计算 是 一 种 定量 思维 形式 ， 有 一 定 的 规律 可 人 循 ， 估 算 
是 对 当前 所 面临 的 情境 的 一 种 整体 把 握 ， 是 通过 与 头脑 中 已 有 数 
学 模型 的 类 比 而 实现 的 ， 是 对 事物 本 质 的 直觉 判断 ， 因 而 是 一 种 
定性 思维 形式 ， 有 更 大 的 灵活 性 和 可 变通 性 。 

估算 反映 了 一 个 人 在 面临 问题 时 的 一 种 选择 、 判 汤 能 力 ， 而 
形成 这 种 素质 的 基础 是 精确 计算 的 训练 。 在 精确 计算 过 程 中 ， 一 
方面 要 求学 生 在 理解 算 理 的 基础 上 讲究 算法 的 合理 性 ， 并 在 计算 
速度 上 达到 一 定 水 平 ， 在 此 基础 上 再 要 求学 生 不 断 对 计算 结果 进 
行 估计 ,以 培养 学 生 适 合 于 估算 的 “感觉 ”形成 对 事物 发 展 前 景 
和 结果 的 判断 能 力 。 在 处 理 间 题 时 ， 人 们 可 以 凭借 这 种 “感觉 ”， 
对 采取 什么 方法 、 方 法 的 可 行 性 以 及 可 能 的 结果 等 作出 判断 。 实 
际 上 ， 现实 世 界 里 ， 精 确 是 相对 的 ， 模 糊 是 绝对 的 ， 这 样 、 对 事 
物 发 生发 展 可 能 性 的 估计 、 对 结果 可 能 性 的 判断 以 及 相应 的 对 行 
动 方案 的 选择 ， 都 需要 人 们 的 估计 能 力 。 例 如 在 购物 、 旅 行 、 观 
看 体育 比赛 、 投 资 、 游 戏 等 活动 中 ,都 涉及 到 “估计 ”， 当 学 生 获 
得 现实 世界 各 种 活动 的 日 益 广 泛 的 经 历 ， 这 些 活动 的 结果 可 以 由 
对 各 种 数字 进行 大 致 估算 而 得 到 预测 。 

当前 ， 人 们 对 计算 有 一 些 误解 ， 认 为 计算 就 是 按照 各 种 运算 
法 则 进行 加 、 减 、 乘 、 除 ， 因 此 ， 学 习 计 算 就 是 把 书本 中 给 出 的 
计算 法 则 背诵 熟练 ， 形 成 一 些 计算 的 基本 技巧 ， 妈 能够 根据 热 记 
的 法 则 ,迅速 地 计算 出 给 定式 子 的 正确 管 案 。 实 际 于 ， 按 照 算法 
规则 进行 迎 辑 推理 而 获得 正确 结果 仅仅 是 计算 的 很 小 一 个 方面 ， 
更 重要 的 ， 在 计算 中 包含 着 对 算法 的 构造 、 设 计 、 选 择 ， 对 算 理 
的 理解 、 运 用 ， 这 是 一 个 “数学 实验 ”过 程 ， 其 中 包含 了 丰富 的 
数学 实践 ， 它 可 以 使 学 生 更 加 深刻 地 理解 数学 的 真 详 。 
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二 ”数学 地 看 待 事物 和 对 事物 进行 效 学 抽象 的 能 力 


实际 上 ， 数 学 也 像 其 他 科学 和 技术 一 样 ， 是 从 普通 的 人 类 实 
践 中 发 展 起 来 的 ， 数 学 理论 是 不 断 抽 象 的 产物 ， 实 际 问题 与 理论 
研究 相互 促进 ， 并 不 断 扩展 到 未 解决 的 理论 和 实际 问题 ， 在 这 一 
过 程 中 ， 数 学 的 复杂 性 、 理 论 性 不 断 增强 ,同时 又 变 得 更 加 具体 
更 加 生动 ， 以 能 更 加 有 力 地 解决 现实 中 的 问题 。 在 学 生 的 日 常生 
活 中 , 能够 遇 到 许多 产生 这 种 发 展 的 自然 机 会 。 这 样 , 一 方面 , 学 
生 应 该 在 改 得 数学 在 社会 发 展 进程 中 的 作用 以 及 数学 本 身 的 发 展 
历史 的 基础 上 ， 逐 渐 地 了 解 并 探索 数学 与 物质 世界 、 人 类 生活 的 
关系 ， 以 养 成 从 数学 的 角度 看 待 问题 的 习惯 ， 另 一 方面 ， 数 学 教 
育 又 必须 抓 住 并 且 强化 这 种 机 会 ， 以 使 学 生 能 够 体验 、 理 解数 学 
的 性 质 ， 认 识 数学 可 以 帮助 他 们 在 非 数 学 领域 中 取得 成 功 ， 有 时 
这 种 帮助 是 决定 性 的 。 

数学 抽象 是 一 种 抽象 之 上 的 抽象 ， 具 有 过 程 性 和 层次 性 的 特 
点 。 众 所 周知 ， 抽 象 过 程 是 从 认识 事物 之 间 的 相似 性 开始 的 ， 在 
分 析 这 种 相似 性 的 某 些 特点 的 基础 上 ， 再 以 这 些 特点 为 标准 对 事 
物 进行 分 类 ,从 而 获得 对 一 类 事物 的 认识 , 然后 再 选择 适当 的 词 、 
符号 、 图 形 等 来 表示 这 类 事物 的 共同 特点 。 对 基础 数学 而 言 ， 数 
学 抽象 是 内 数 与 形 两 个 角度 进行 的 ， 在 说 长 的 过 程 中 ， 儿 童 通过 
计数 活动 (以 模仿 的 形式 ,借助 于 手指 、 眼 睛 、 声 音 )}， 首先 将 自 
然 数 抽 象 出 来 然后 通过 像 把 两 堆 物体 合 在 一 起 的 这 类 操作 ， 将 
加 法 抽象 出 来 ， 再 次 ， 加 法 运算 本 身 作为 一 种 特定 的 事物 ， 与 其 
他 事物 一 起 加 入 了 更 进一步 的 抽象 ，…… 这 里 ， 每 一 个 抽象 过 程 
都 伴随 着 符号 的 使 用 ， 数 字 “1，2，3，…”， 运算 “十 , 一 ，X， 
二 ”2”， 图 形 的 位 置 关 系 “ 上 ， 思 ，…” 等 ， 这 些 符号 实际 上 代 
表 了 事物 的 某 一 个 公共 特点 ， 但 却 忽略 了 它们 的 不 同方 面 。 数 学 
的 这 种 抽象 过 程 ， 使 学 生 获得 了 这 样 一 种 素养 ， 面 对 销 综 复 杂 的 
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事物 ， 能 够 把 注意 力 集中 在 对 研究 问题 起 关键 作用 的 特征 上 ， 并 
用 恰当 的 方法 表示 出 这 种 特征 ， 从 而 方便 地 进行 深入 的 思考 ， 顺 
利 地 与 别人 进行 交流 。 数 学 抽象 及 其 符号 表示 是 对 学 生 的 思维 方 
式 的 训练 , 是 对 学 生 进 行 的 简捷 、 严 六、 有 序 的 思想 表述 的 训练 ， 
这 是 其 他 学 科 所 无 法 蔡 代 的 。 然 而 ， 现 实 教学 中 ， 这 个 问题 并 没 
有 引起 广大 教师 的 重视 ， 甚 至 可 以 说 是 被 忽略 了 。 在 基础 知识 的 
教学 过 程 中 ， 不 给 学 生 展示 知识 的 发 生发 展 过 程 ， 学 生 的 思维 没 
有 机 会 经 历 结论 的 抽象 过 程 ， 基 本 概念 、 基 本 原理 采用 “一 个 定 
义 ， 三 项 注意 ” 式 的 教学 ， 在 学 生还 没有 对 基本 概念 有 一 个 大 概 
理解 的 时 候 就 要 求学 生 应 用 概念 去 解决 问题 ， 显 然 ， 这 与 数学 知 
识 的 抽象 过 程 是 背道而驰 的 ,对 培养 学 生 的 素质 也 是 非常 不 利 的 。 


三 对 事物 本 质 的 洞察 力 和 严谨 的 推理 能 力 


逻辑 推理 的 敏捷 性 和 清晰 性 是 优秀 数学 头脑 的 特点 。 数 学 学 
习 ， 不 但 要 学 习作 为 “合格 公民 ”所 必须 具有 的 数学 基础 知识 和 
基本 技能 ， 而 且 还 要 学 习 并 掌握 数学 的 思维 方法 ， 获 得 数学 思维 
的 发 展 ， 培 养 数 学 思维 能 力 。 由 于 数学 学 科 具 有 高 讼 抽象 性 和 严 
密 迎 辑 性 的 特点 ， 数 学 学 习 对 于 发 展 学 生 的 抽象 逻辑 思维 能 力 具 
有 特别 重要 的 意义 并 有 着 特殊 的 作用 ,通过 数学 论证 方面 的 训练 ， 
学 生 领 悟 依据 逻辑 进行 思考 、 表 述 的 真 详 ， 从 而 学 会 逻辑 地 、 首 
尾 一 致 地 思考 ， 这 是 数学 学 习 在 人 的 素质 培养 上 的 重要 贡献 。 所 
以 ， 长 期 以 来 ， 人 们 一 直 把 数学 教学 看 成 是 发 展 学 生 的 推理 能 力 
和 敢 辑 思 维 能 力 的 最 好 途径 。 即 使 在 当今 信息 时 代 , 对 错综复杂 、 
千变万化 的 信息 的 判断 和 选择 的 能 力 显得 越 来 越 重要 ， 但 是 ， 由 
于 推理 能 力 在 人 们 对 画 临 的 问题 进行 分 析 、 评 判 ， 对 解决 问题 的 
方法 作出 选择 的 过 程 中 的 重要 作用 ， 人 们 仍然 非常 重视 培养 和 训 
练 学 生 的 推理 能 力 。 

然而 ， 我 们 必须 特别 注意 ， 严 密 的 推理 能 力 并 不 能 只 车 向 学 
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生 灌 给 一 些 逻 辑 法 则 ， 然 后 让 学 生 通过 模仿 来 运用 这 些 法 则 〈 尽 
管 模 仿 是 必须 的 ) 而 得 到 培养 ， 事 实 上 ， 这 种 教学 只 能 增加 学 生 
记忆 上 的 负担 , 削弱 对 法 则 本 质 的 理解 。 数学 中 , 逻辑 与 直觉 、 推 
理 与 猜想 总 是 相互 伴随 的 ， 开始， 人 们 通过 学 习 前 人 的 经 验 而 产 
生 了 对 数学 知识 的 记忆 ， 当 记忆 达到 一 定 的 丰富 程度 后 ， 会 产生 
一 些 有 意义 的 联想 ， 通过 类 比 又 会 产生 新 的 联想 ， 然 后 再 对 联想 
到 的 类 似 物 进行 归纳 、 抽 象 ， 依 千 馆 辑 推理 而 产生 对 事物 本 质 的 
认识 。 有 人 认为 , 数学 是 研究 自然 中 的 数学 现象 的 科学 , 居 此 , 理 
解数 学 首先 要 人 靠 “ 观 察 ”数学 现象 。 这 里 的 “观察 ”当然 不 是 靠 
眼睛 ， 而 是 依靠 某 种 难以 言传 的 感 党 一 -对 于 数 的 一 种 直觉 
(“ 数 觉 ”), 这 种 “ 数 觉 ”是 数学 家 凭借 自己 长 期 的 数学 研究 实践 
而 逐渐 形成 的 ， 它 使 数学 家 具备 了 对 复杂 事物 因果 关系 的 敏锐 洞 
察 力 ， 和 凭借 这 种 洞察 力 ， 他 们 可 以 非常 迅速 地 抓 住 事物 的 本 质 及 
其 相互 之 间 的 重要 关系 。 在 数学 的 发 展 历史 上 ， 有 许多 著名 的 猜 
想 (Fermat 定理 、 歌德 巴赫 猜想 就 是 其 中 的 杰出 代表 ), 就 是 数学 
家 具有 敏锐 润 察 力 的 表现 ， 他 们 能 够 跨 过 错综复杂 的 性 质 和 相互 
联系 ， 一 下 子 看 到 一 种 现象 的 普遍 性 ， 从 而 提出 猜想 ， 然 后 再 从 
刻 辑 上 进行 证 明 。 证 明 可 能 非常 困难 ， 但 是 寻找 证 明 工 具 和 证 明 
思想 的 活动 却 大 大 地 推动 了 数学 的 进展 。 因 此 ， 数 学 发 展 的 历史 
是 直觉 与 迎 辑 的 严格 性 巧妙 结合 的 历史 。 

由 以 上 论述 我 们 可 以 得 出 ， 严 格 的 推理 与 敏锐 的 直 党 在 数学 
学 习 和 研究 中 是 和 谐 统 一 的 。 因 此 ， 严 格 的 数学 训练 不 但 可 以 培 
养 学 生根 据 规则 进行 迎 辑 推理 的 能 力 ， 使 他 们 养 成 一 种 坚定 不 移 
而 又 客观 公正 的 为 人 品格 ， 形 成 一 种 严格 而 精确 的 思维 习惯 ， 而 
且 还 可 以 培养 他 们 直接 抓 住 事物 的 主要 关系 ,洞察 事物 的 本 质 , 把 
握 全 局 、 明 辩 是 非 的 能 力 , 培养 他 们 快速 反应 、 灵 活 应 变 的 能 力 ， 
从 而 提高 他 们 对 不 断 变化 的 世界 的 适应 能 力 。 
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四 “应 用 数学 解决 实际 问题 的 意识 


数学 来 源 于 现实 ， 经 过 对 现实 的 抽象 ， 并 用 一 些 符号 来 表示 
它们 ， 再 经 过 人 逻辑 演绎 和 计算 ,从 而 获得 了 从 数学 角度 对 事物 性 
质 的 认识 。 为 了 检验 这 种 认识 的 正确 性 , 又 必须 回 到 现实 中 去 。 在 
我 们 获得 对 现实 的 数学 认识 ， 得 到 一 个 原理 、 一 种 数学 规律 等 以 
后 ， 我 们 必须 回 到 数学 的 现实 源泉 去 ， 在 某 种 程度 上 把 它 重新 对 
应 到 经 验 概念 中 去 , 这 既是 一 个 检验 原理 、 规律 的 可 靠 性 的 过 程 ， 
也 是 一 个 数学 应 用 的 过 程 ， 这 是 保持 数学 的 生气 勃勃 和 有 效 性 的 
必要 条 件 。 事实 上 , 即使 是 逻辑 推理 的 规律 也 是 来 源 于 实践 的 , 因 
此 ， 我 们 可 以 〈 而 且 应 该 ) 将 数学 中 对 于 推理 思维 的 逻辑 检验 也 
看 成 是 一 种 实践 检验 。 所 以 ， 回 到 现实 ， 数 学 原理 接受 实践 的 检 
验 ， 这 是 数学 研究 的 一 个 有 机 的 组 成 部 分 ， 是 数学 科学 不 断 获 得 
发 展 的 保证 。 这 样 ， 当 前 数学 教育 研究 中 对 “问题 解决 “数学 
建 模 ” 的 强调 就 可 以 看 成 是 对 数学 研究 的 实际 过 程 、 本 质 的 一 种 
回归 。 实 践 检 验 是 数学 应 用 的 形式 之 一 。 

另外 ， 当 面临 一 个 问题 时 ， 人 们 可 以 从 问题 所 包含 的 信息 中 
获得 对 已 有 数学 理论 的 联想 ， 通 过 应 用 一 个 数学 理论 或 者 综合 应 
用 几 个 数学 理论 ， 人 们 不 但 可 以 解决 面临 的 问题 ， 而 且 可 以 获得 
对 不 同 数学 理论 之 间 内 在 联系 性 的 认识 ， 获 得 对 一 个 抽象 的 数学 
理论 应 用 于 不 同 实践 领域 的 认识 。 这 种 联系 和 认识 常常 能 够 引导 
人 们 利用 一 个 领域 已 知 的 信息 去 发 现 另 一 个 完全 不 同 领域 的 新 信 
息 ，“ 数 形 结合 思想 ”就 可 以 看 成 是 这 方面 的 一 个 典型 代表 。 建立 
不 同 数 学 理论 之 间 的 联系 是 数学 应 用 的 又 一 种 形式 。 

因此 , 通过 数学 学 习 , 使 学 生养 成 用 数学 方法 观察 现实 世界 ， 
能 够 在 他 的 球 业 和 日 常生 活 中 使 用 数学 ， 用 数学 去 分 析 、 研 究 具 
体现 象 和 事实 ， 并 对 它们 进行 组 织 整理 ， 在 自己 已 有 认 知 结构 的 
基础 上 进行 主动 的 建构 活动 , 养 成 用 联系 的 观点 看 待 事物 的 习惯 ， 
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形成 在 不 同 领域 中 发 现 共同 特性 的 能 力 以 及 一 个 理论 应 用 于 不 同 
领域 的 能 力 ， 能 够 恰当 地 用 数学 来 解释 问题 ， 这 是 数学 教育 对 人 
的 索 质 培养 的 又 一 贡献 。 而 这 又 与 人 的 动手 能 力 、 发 现 问题 和 提 
出 问题 的 能 力 以 及 用 数学 意识 、 创 新 意识 等 能 力 和 意识 培养 和 形 
成 有 着 非常 直接 的 关系 。 

在 信息 社会 中 ， 人 处 于 终身 发 展 之 中 ， 只 有 随时 学 习 ， 随 时 
更 新 知识 ， 才 能 归 上 时 代 发 展 的 步伐 。 个 体 的 知识 更 新 将 越 来 越 
依赖 于 经 验 而 不 是 被 动 地 消化 事实 来 完成 。 因 此 ， 知 识 的 应 用 与 
知识 的 学 习 在 人 的 现代 生活 中 是 高 度 统一 的 。 然 而 ， 由 于 数学 语 
言 的 抽象 性 ， 数 学 在 实践 中 的 众多 应 用 的 间接 性 ， 使 得 一 般 人 难 
以 看 到 和 体会 到 数学 与 日 常生 活 的 密切 关系 。 更 加 严重 的 是 ， 现 
在 的 数学 教材 和 数学 教学 过 程 ， 都 是 从 概念 到 概念 、 从 定理 到 推 
论 ， 处 处 强调 逻辑 演绎 的 严格 性 ， 而 对 数学 的 现实 背景 、 定 理 或 
公式 的 发 现 过 程 却 闭口 不 谈 ， 这 就 导致 学 生 对 数学 产生 了 这 样 一 
种 信念 : 学 习 数 学 就 意味 着 记 住 书本 上 的 定义 、 法 则 、 公 式 、 定 
理 等 ， 形 成 一 些 基 本 技能 和 技巧 ， 能 够 顺利 地 进行 运算 、 变 换 或 
变形 、 解 方程 、 证 明 等 。 他 们 能 够 把 一 条 数学 定理 的 证 明 过 程 扒 
导 得 非常 熟练 ,但 对 于 定理 所 包含 的 根本 思想 却 可 以 全 然 不 顾 , 更 
不 用 说 这 种 根本 思想 的 来 龙 去 脉 了 。 所 有 这 些 都 极 大 地 削弱 了 数 
学 与 人 们 的 日 常生 活 本 来 具有 的 那 种 非常 紧密 的 联系 ， 使 得 人 们 
看 不 到 “自然 环境 ”中 出 现 的 数学 ， 体 会 不 到 与 数学 伴随 着 的 狂 
测 、 检 验 、 放 弃 、 形 成 假设 、 演 绎 推理 、 一 般 化 等 活动 。 过 分 强 
调 数学 的 确定 性 、 精 确 性 而 忽视 数学 的 似 真 性 、 可 变性 的 数学 教 
学 不 但 使 大 们 对 数学 产生 误解 ,降低 了 数学 在 实际 生活 中 的 作用 ， 
而 且 由 于 数学 活动 中 的 观察 、 直 观 描述 、 猜 想 、 试 验 等 被 大 大 地 
淡化 甚至 取消 ， 从 而 使 数学 在 培养 人 的 素质 方面 的 作用 也 受到 极 
大 的 损害 。 因 此 ， 为 了 培养 学 生 用 数学 的 意识 ， 教 师 应 该 在 数学 
课堂 教学 中 恰当 地 引进 学 生 所 热 悉 的 生活 环境 中 的 实际 问题 ， 加 
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强 数学 知识 发 生 、 发 展 过 程 的 教学 ， 并 要 引导 学 生 通 过 自己 的 实 
践 认识 数 学 的 作用 ， 以 培养 学 生 用 数学 去 措 述 、 理 解 和 解决 他 自 
己 熟 悉 的 社会 实际 问题 的 能 力 。 


五 ”用 数学 语言 进行 交流 的 能 力 和 良好 的 符号 意识 


人 们 常 说 ， 数 学 是 科学 的 语言 ， 我 们 认为 ， 数 学 也 是 一 种 日 
常生 活 语言 。 例 如 , 为 了 否定 “所 有 人 都 爱 看 足球 ”这 一 语句 ,我 
们 必须 说 “不 是 所 有 的 人 都 爱 看 足球 ”， 而 这 又 与 “有 的 人 不 爱 看 
足球 ”等 价 ; 当 有 人 想 说 “所 有 人 都 不 爱 看 足球 ”时 ， 有 一 定数 
学 修养 的 人 马上 会 想到 ， 这 将 意味 着 没有 一 个 人 会 去 看 任何 一 场 
球赛 。 实 际 上 ， 数 学 已 经 成 为 自然 科学 、 社 会 科学 和 行为 科学 的 
基础 。 可 以 说 数学 已 经 渗透 到 人 类 社会 的 每 一 个 角落 ， 数 学 的 符 
号 和 句法、 词汇 和 术语 已 经 成 为 表述 关系 和 模式 的 通用 工具 ， 因 
此 ， 数 学 语言 是 每 个 人 都 必须 学 习 使 用 的 语言 ， 使 用 数学 语言 可 
以 使 人 在 表达 思想 时 做 到 清晰 、 准 确 、 简 洁 ， 在 处 理 问 题 时 能 够 
将 问题 中 各 种 因素 之 间 的 复杂 关系 表述 得 条 理 清楚 、 结 构 分 明 。 

数学 交流 能 力 是 一 种 重要 的 数学 能 力 。 从 数学 学 习 过 程 来 说 ， 
通过 学 生 自己 的 亲身 实践 、 主 动 建构 而 理解 知识 的 精神 实质 、 提 
高 数学 思维 水 平 ， 这 是 一 个 层次 ; 通过 班级 、 小 组 或 者 朋友 之 间 
的 数学 交流 , 逐渐 学 会 清晰 、 准确 而 有 逻辑 地 表达 自己 的 思想 , 善 
于 倾听 别人 的 理解 ， 内 化 别人 的 思想 ， 以 达到 同学 之 间 的 相互 学 
习 、 相 互 提 高 ， 这 又 是 一 个 层次 。 只 有 具备 了 数学 交流 能 力 ， 学 
生 才 能 顺利 地 阅读 和 理解 数学 文献 ， 才 能 用 口头 或 书面 的 形式 向 
别人 解释 自己 的 数学 学 习 体会 和 数学 研究 结果 ， 才 能 成 功 地 吸收 
别人 的 心得 体会 而 迅速 地 提高 自己 .能 否 成 功 地 进行 数学 交流 ,不 
仅 涉 及 一 个 人 的 数学 能 力 ,而 且 也 涉及 到 一 个 人 的 思路 是 否 开阔， 
头脑 是 否 开放 ， 是 否 尊 重 并 且 愿 意 考虑 各 方面 的 不 同意 见 ， 是 否 
乐于 接受 新 的 思想 观念 和 新 的 行为 方式 ， 是 否 不 意 相 互 了 解 ， 为 
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人 处 事 是 否 做 到 尊重 与 自尊 ， 等 等 。 显 然 ， 这 些 都 与 现代 人 必 备 
的 素质 有 着 十 分 密切 的 关系 。 

在 数学 交流 过 程 中 ， 数 学 符号 扮演 了 非常 重要 的 角色 。 数 学 
发 展 的 历史 表明 ， 正 是 由 于 数学 家 创造 了 反映 数学 概念 本 质 的 数 
学 符号 (如 自然 数 1，2，3，…; 变量 =，>，… 微分 dz， 积 分 


上 等， 才 使 得 人 们 能 够 方便 地 表达 自己 的 数学 思想 ， 阅 述 自己 的 


研究 成 果 。 由 于 数学 符号 实际 上 是 一 个 内 涵 丰 富 的 “信息 组 块 ”， 
因此 它 可 以 成 为 人 们 进行 智力 活动 时 理想 的 思维 载体 ， 这 样 ， 数 
学 语言 符号 如 果 成 为 一 个 人 所 自然 习惯 的 语言 的 一 部 分 ,那么 ,他 
在 广阔 的 实践 领域 中 进行 精确 的 数学 议论 和 分 析 的 能 力 将 大 大 增 
强 。 
数学 教学 ,可 以 提高 学 生 有 效 地 使 用 符号 进行 交流 的 能 力 ,使 
他 们 逐渐 养 成 在 处 理 问 题 时 自觉 地 引进 适当 的 符号 来 表述 问题 中 
的 关键 事项 的 习惯 ;能 够 确定 适当 的 符号 程序 以 表示 各 事项 之 间 
的 相互 关系 ， 并 能 对 符号 系统 进行 推理 ， 获 得 结论 并 检验 所 得 结 
果 的 准确 性 和 合理 性 。 

值得 指出 的 是 ， 人 们 对 数学 交流 存在 不 正确 的 理解 ， 这 种 不 
正确 的 理解 导致 了 人 们 对 数学 学 习 认识 上 的 偏差 .人 们 普遍 认为 ， 
因为 数学 知识 的 抽象 性 ， 它 在 表述 上 的 严谨 性 以 及 数学 语言 的 特 
殊 性 ， 所 以 人 们 的 数学 交流 方式 是 高 度 一 致 的 ， 这 也 就 决定 了 数 
学 学 习 过 程 的 统一 性 ; 学 习 数学 等 于 “了 解答 案 ”, 寻找 一 组 强 有 
力 的 定理 ， 并 用 于 解答 进一步 的 数学 问题 。 这 样 ， 数 学 学 习 过 程 
中 , 只 要 是 你 已 经 理解 的 事情 , 你 就 可 以 很 容易 地 把 它 表达 出 来 ， 
并 能 够 容易 地 使 别人 得 到 理解 。 因 为 有 了 这 样 的 认识 ， 教 师 在 上 
课时 往往 是 基础 知识 、 基 本 原理 三 言 两 语 一 带 而 过 ， 不 给 学 生理 
解 的 时 间 和 表达 自己 理解 的 机 会 ， 也 不 组 织 学 生 讨论 ， 而 是 让 学 
生花 费 大 量 时 间 进 行 重复 性 的 强化 训练 。 这 样 的 数学 教学 ， 不 但 
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会 使 学 生 感到 数学 知识 神秘 葛 测 ， 产 生 数学 学 习 的 改 惧 心理 ， 而 
且 还 会 因为 数学 教学 过 程 的 千篇一律 ， 缺 乏 生 动 性 、 具 体 性 、 差 
异性 ,而 导致 学 生 对 数学 学 习 的 厌烦 心理 。 实 际 上 ， 一 个 数学 定 
理 常常 蕴涵 了 大 量 信息 ， 从 背景 材料 、 证 明 思 想 以 及 定理 的 应 用 
等 各 个 环节 上 都 包含 了 非常 丰富 的 具体 内 容 ， 人 们 常常 需要 用 大 
量 的 时 间 和 精力 , 才能 理解 一 个 定理 的 细节 。 而 在 理解 的 过 程 中 ， 
人 们 会 表现 出 与 自己 的 知识 经 验 相 关 的 特点 。 为 了 使 自己 对 知识 
的 理解 能 够 以 某 种 方式 恰当 地 传达 给 别人 ， 他 们 又 必须 学 会 相互 
理解 。 因 此 我 们 可 以 说 ,“ 理 解 ” 是 群体 相互 交流 的 结果 。 


六 良好 的 自我 反省 和 自我 调节 能 力 


智慧 活动 是 人 类 活动 的 深层 次 结构 。 学 会 了 对 自己 的 智慧 活 
动 进行 反省 和 有 效 的 自我 调节 ， 是 智慧 成 熟 的 标志 ， 这 样 才 能 实 
现 人 对 自己 活动 的 主动 监控 。 在 活动 过 程 中 ， 一 个 人 要 做 到 客观 
公正 地 评价 自己 和 他 人 , 遇 事 独立 思考 和 分 析 , 既 不 固执 已 见 , 又 
不 人 云 亦 云 ; 根据 活动 的 要 求 ， 选 择 恰 当 的 解决 问题 的 策略 ， 监 
督 认 知 活动 的 进程 ， 及 时 获取 反馈 信息 ， 对 自己 认 知 活动 的 有 效 
性 作出 判断 ， 并 调节 自己 的 认 知 过 程 ， 坚 桂 或 更 改 解决 问题 的 方 
法 和 手段 ， 优 化 自己 的 学 习 过 程 ， 碱 少 认 知 话 动 的 盲目 性 、 冲 动 
性 ， 提 高 认 知 活动 的 效率 ， 增 加 成 功 的 概率 等 ， 都 需要 有 较 好 的 
自我 反省 和 自我 调节 能 力 。 事 实 上 ， 反 省 活动 是 人 的 高 级 心灵 体 
验 活动 ， 它 可 以 使 人 对 自己 的 错误 观念 进行 深刻 的 理性 认识 ， 在 
谢 析 产生 错误 的 前 因 后 果 以 后 ， 产 生 正 确 的 认识 ， 从 而 实现 认识 
上 的 “ 知 其 然 , 又 知 其 所 以 然 ”。 某 些 不 正确 的 观念 形成 以 后 往往 
根深 蒂 固 (所谓 的 “先入 为 主 ”)， 只 有 通过 深刻 反思 ， 从 错误 中 
引出 深刻 教训 以 后 ， 才 能 得 到 真正 纠正 。 数 学 教学 中 常常 有 这 样 
的 情况 ， 学生 总 是 在 某 一 个 地 方 出 现 重复 性 错误 ， 老 师 则 反复 强 
调 “ 这 里 应 该 如 何如 何 ”, 但 是 学 生 在 今后 的 学 习 中 仍然 是 “我 行 
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我 素 ”, 究 其 原因 就 是 在 纠正 错误 的 过 程 中 , 学 生 并 没有 进行 真正 
的 反思 ， 没 有 得 到 什么 深刻 教训 。 

由 于 数学 学 习 材料 的 抽象 性 ， 导 致 了 数学 学 习 活 动 的 高 度 抽 
象 性 。 这 种 具体 性 较 差 、 与 现实 有 一 定 距离 的 学 习 活动 ， 更 加 需 
要 对 活动 过 程 的 自我 意识 ， 这 是 因为 学 生 的 数学 学 习 是 螺旋 上 升 
的 ,对 新 知识 的 认识 是 在 对 已 有 知识 进行 反思 的 基础 上 实现 的 , 因 
此 ， 数 学 学 习 需 要 学 习 活动 和 对 活动 过 程 的 自我 意识 〈 自 我 反省 
和 自我 调节 的 协调 统一 。 然 而 ， 目 前 的 数学 教学 中 并 没有 意识 
到 对 学 习 活动 的 反思 和 调节 的 重要 性 。 轻 视 基 础 知识 、 基 本 概念 
的 教学 ， 迷恋 大 运动 量 的 解 题 训练 ， 以 获得 正确 答案 为 目的 ， 很 
少 有 对 解 题 过 程 的 反思 ， 也 很 少 对 解 题 经 验 教训 进行 总 结 ， 更 不 
用 说 对 问题 的 引申 、 一 般 化 ， 对 数学 思想 方法 的 概 插 了。 这样 做 
的 结果 是 导致 数学 学 习 的 “高 投入 、 低 产 出 ”, 学 生 和 教师 双方 的 
负担 都 非常 沉重 。 因 此 ， 数 学 教学 中 贯彻 案 质 教育 思想 ， 当 务 之 
急 之 一 是 要 还 学 生 以 学 习 的 主动 权 ， 不 做 拔 苗 助 长 、 急 于 求 成 之 
事 ， 多 许 学 生 有 学 习 上 上 的 反复 ， 使 他 们 有 时 间 、 有 机 会 对 自己 的 
思维 活动 过 程 进行 反省 ， 对 自己 是 怎样 发 现 和 解决 问题 的 、 应 用 
了 哪些 基本 的 思考 方法 、 技 能 和 技巧 、 走 过 哪些 灾 路 和 犯 过 哪些 
错误 、 原因 何在 、 从 中 可 以 获得 娜 些 经 验 教 训 等 进行 认真 的 剖析 ， 
并 逐渐 培养 随时 监控 自己 的 数学 思维 活动 的 习惯 。 当 然 ， 教 师 在 
培养 学 生 的 反思 和 自我 调节 能 力 时 ， 要 有 一 定 的 技巧 ， 例 如 在 平 
时 要 注意 积累 学 生 表现 出 的 心理 能 力 的 闪光 点 或 思维 障碍 的 典型 
材料 ， 有 针对 性 地 设计 反思 问题 ， 并 鼓励 学 生 现身说法 ， 开 展 积 
极 的 评论 和 研讨 。 

我 们 认为 ， 数 学 素质 归根 到 底 是 一 种 文化 素质 ， 这 就 如 同人 
们 把 数学 看 成 是 一 种 文化 一 样 。 相 应 的 ， 数 学 教育 也 就 是 一 种 文 
化 素质 教育 。 显 然 ， 文 化 素质 的 养 成 不 是 一 朝 一 夕 的 事情 ， 需 要 
在 具体 文化 知识 的 学 习 过 程 中 潜移默化 地 进行 。 因 此 ， 动 态 性 是 
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数学 素质 的 精髓 。 首 先 ， 动 态 性 表现 在 数学 素质 是 主客 观 的 统一 
上 ， 是 主体 在 数学 活动 过 程 中 与 客体 交互 作用 的 结果 ; 学 生 在 学 
习 过 程 中 ， 随 着 年 龄 的 增长 、 知 识 经 验 的 不 断 丰富 及 能 力 的 不 断 
提高 ， 他 们 的 数学 地 看 待 和 处 理 问题 的 自觉 性 、 主 动 性 及 其 能 力 
也 在 不 断 加 强 ， 并 在 活动 过 程 中 使 数学 素质 不 断 提 高 。 其 次 ， 动 
态 性 表现 在 数学 素质 的 发 展 上 ， 数 学 素质 不 仅 是 它 所 具有 的 内 在 
成 分 及 其 相互 关系 ， 更 重要 的 是 它 的 发 展 变化 ， 这 是 一 个 更 加 本 
质 的 问题 。 总 的 来 说 , 数学 素质 的 发 展 应 该 具有 一 系列 的 阶段 性 ， 
不 同 阶 段 具 有 不 同 的 本 质 特征 ， 有 不 同 的 表现 形式 ; 数学 素质 的 
发 展 是 一 种 内 化 , 深化 和 全 面 化 的 过 程 , 它 要 经 历 一 个 从 低级 、 不 
随意 到 高 级 、 随 意 的 过 程 ， 在 活动 过 程 中 表现 为 从 只 注意 事物 的 
外 部 联系 、 物 化 结构 向 自觉 注意 事物 的 数 形 结构 、 洞 察 事物 的 内 
部 联系 的 方向 发 展 。 第 三 ， 动 态 性 表现 在 活动 是 数学 素质 的 超 点 
和 动力 。 就 目前 的 研究 状况 来 看 ， 对 于 数学 素质 的 静态 性 研究 较 
多 ， 而 对 动态 性 研究 很 少 。 因 此 ， 在 今后 的 研究 中 ， 应 该 把 动态 
性 研究 作为 一 个 重要 和 主要 的 研究 方向 。 


第 二 节 ” 居 发 式 数学 教学 


一 “启发 式 教学 的 基本 内 洒 


教学 改革 的 关键 是 教学 思想 的 改革 。 因 为 教学 思想 对 教学 活 
动 起 着 定向 的 作用 ， 以 不 同 的 教学 思想 指导 教学 实践 ， 就 会 产生 
不 同 的 教学 效果 。 只 有 在 正确 的 教学 思想 指导 下 ， 教 学 活动 才能 
符合 教学 规律 ， 才 能 充分 调动 学 生 学 习 的 积极 性 和 主动 性 ， 才 能 
培养 学 生 的 独立 性 和 创造 精神 。 

我 们 认为 ， 数 学 教师 确立 启发 式 教学 思想 是 其 教学 取得 成 功 
的 根本 保证 。 因 为 作为 贯穿 教学 过 程 始 终 的 启发 式 教学 思想 ， 其 
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核心 是 把 教学 过 程 看 成 为 师 生 生命 活动 的 一 部 分 ， 教 师 视 学 生 为 
完整 的 人 ,根据 认 知 目标 与 情感 目标 并 重 的 要 求 安排 教学 过 程 , 充 
分 调动 学 生 的 知 、 傅 、 意 、 行 等 诸 方面 的 积极 性 ， 引 导 学 生 独 立 
自主 地 开展 思维 活动 ， 融 会 贯通 地 掌 提 知识、 发展 能 力 、 培 养 创 
新 精神 和 创造 能 力 。 

这 里 要 特别 说 明 的 是 ,启发 式 教学 思想 的 学 生 观 具有 整体 性 ， 
即 学 生 是 一 个 完整 的 生命 体 ， 教 学 活动 是 他 人 生 中 的 一 段 重 要 的 
生命 经 历 ， 在 教学 活动 中 ， 学 生 的 知 、 情 、 意 、 行 等 诸 方面 不 但 
获得 了 发 展 ， 而 且 也 反作用 于 教学 ， 培 养 目 标 具 有 全 面 性 ， 即 课 
堂 教学 不 仅 要 发 展 学 生 的 认 知 能 力 ， 而 且 也 要 发 展 学 生 的 情感 体 
验 和 情感 控制 能 力 ， 课 堂 教 学 要 实现 完整 的 人 的 教育 : 启发 式 教 
学 思想 要 求 在 课堂 教学 中 充分 发 挥 师 生 的 生命 活力 ， 认 为 唯 有 这 
样 才 能 使 教学 促进 学 生 的 发 展 和 教师 的 成 长 。 


二 “启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 


启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 可 以 从 数学 学 习 材料 、 数 学 教学 
目的 、 数 学 教学 过 程 及 数学 学 习 规律 等 区 个 方面 进行 探讨 。 

《一 ) 由 数学 学 习 材料 决定 的 要 求 

数学 学 习 材 料 是 数学 教材 中 的 数学 知识 ， 它 们 是 实行 启发 式 
数学 教学 的 “物质 基础 ”。 因此 , 数学 教学 实行 启发 式 必 须 以 数学 
知识 的 性质 为 依据 。 

众所周知 ,数学 是 研究 现实 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 , 它 
有 内 容 的 抽象 性 、 应 用 的 广泛 性 、 推 理 的 严谨 性 和 结论 的 明确 性 
的 特点 ， 而 抽象 性 是 其 最 本 质 的 特性 。 数 学 的 对 象 是 柚 象 思维 的 
产物 ， 便 如， 自然 界 中 存在 的 是 各 种 直线 形 、 平 面 形 、 多 面体 形 
和 球形 等 物体 , 但 几何 中 研究 的 是 没有 大 小 的 “点 ”、 没 有 粗细 的 
“直线 ”、 没 有 厚薄 的 “平面 ”, 而 各 种 各 样 的 平面 图 形 、 立 体 图 形 
则 是 一 些 “理想 图 形 ”; 自然 界 中 存在 的 是 事物 之 间 的 复杂 多 样 的 
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联系 方式 ， 在 数学 中 被 抽象 为 函数 ， 由 于 数学 内 部 各 分 支 间 的 相 
互 渗透 、 数 学 与 其 他 科学 的 相互 次 透 ， 数 学 家 们 有 意识 地 、 人 为 
地 引进 一 些 新 的 概念 的 情况 也 非常 普遍 。 因 此 ， 人 们 在 学 习 或 研 
究 数 学 时 ， 事 实 上 必须 经 历 两 个 阶段 ， 获取 数学 研究 对 象 〈 将 自 
然 界 中 的 事物 从 数 或 形 的 角度 理想 化 、 将 现实 问题 抽象 成 为 数学 
问题 、 在 已 有 概念 中 引出 新 概念 或 赋予 概念 以 新 的 含义 ) 和 对 这 
些 对 象 的 性 质 及 其 相互 关系 进行 研究 。 

由 数学 对 象 的 抽象 性 本 质 可 以 看 到 ， 能 动 的 抽象 思维 在 数学 
的 学 习 或 研究 中 占据 了 突出 的 地 位 。 由 于 思维 依赖 于 人 脑 的 机 能 
而 存在 ， 是 人 脑 对 客观 现实 的 概括 的 、 间 接 的 反映 ， 因 此 具有 强 
烈 的 主体 性 ， 即 人 的 思维 是 无 法 由 他 人 代替 的 。 这 样 ， 数 学 的 研 
究 对 象 和 数学 的 研究 活动 都 带 有 强烈 的 主体 性 。 这 种 主体 性 就 决 
定 了 人 们 在 学 习 或 研究 数学 时 ,必须 充分 发 挥 自己 的 主观 能 动 性 ， 
唯 有 这 样 才能 取得 好 的 效果 。 这 样 ， 在 数学 启发 式 教学 中 ， 教 师 
必须 调动 学 生 的 主观 能 动 性 ， 引 导 学 生 通 过 自己 积极 主动 的 思维 
活动 来 学 习 数 学 、 获 取 知识 ; 必须 把 培养 学 生 的 数学 思维 能 力 、 获 
取 数 学 知识 的 能 力作 为 根本 任务 。 设 计 教 学 过 程 时 ， 一 定 要 让 学 
生 有 机 会 经 历 各 个 抽象 阶段 ， 从 现实 中 抽象 出 数学 对 象 〈 材 料 )， 
通过 从 大 量 的 或 复杂 的 数学 材料 中 抽取 最 重要 的 、 本 质 的 属性 或 
特征 ， 从 表现 形式 不 同 的 数学 材料 中 分 析 它 们 的 共同 点 的 思维 活 
动 , 形成 新 的 数学 概念 (数学 对 象 ), 通过 分 析 数 学 对 象 的 特征 及 
其 之 间 的 联系 或 关系 ， 掌 握 数 学 的 定义 、 定 理 、 公 式 、 法 则 等 。 

由 于 数学 教科 书 所 表述 的 是 数学 知识 的 逻辑 体系 ， 是 一 些 经 
过 加 工整 理 的 数学 抽象 (思维 ) 的 结果 , 数学 对 象 的 抽象 过 程 、 数 
学 思维 的 活动 过 程 都 被 掩盖 起 来 了 ， 这 就 使 教师 在 数学 教学 过 程 
中 容易 出 现 重视 数学 结果 而 忽视 数学 思维 活动 过 程 〈 特 别 是 数学 
对 象 的 抽象 过 程 ) 的 倾向 ,教学 中 ， 教 师 三 言 两 语 地 向 学 生 简单 
介绍 概念 ， 然 后 举 几 个 关于 概念 应 用 的 例子 ， 接 着 就 要 求学 生 应 
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用 概念 解答 问题 的 情况 是 十 分 常见 的 。 这 事实 上 是 在 学 生 没 有 真 
正 获得 概念 时 就 要 求学 生 应 用 概念 ， 或 者 说 是 在 没有 获得 数学 对 
象 时 就 要 求学 生 对 数学 对 象 之 间 的 关系 进行 认识 ， 显然， 这 种 认 
识 是 没有 基础 的 ， 自 然 也 就 不 可 能 取得 好 的 效果 。 所 以 ， 启 发 式 
数学 教学 要 求教 师 能 够 克服 数学 教材 对 教学 产生 的 不 利 影响 ， 注 
意 根据 教材 提供 的 线索 ， 安 排 适 当 的 教学 情境 ， 向 学 生 展 示 相 应 
的 数学 思维 过 程 ， 让 学 生 有 机 会 经 历数 学 的 各 个 抽象 阶段 ， 避 免 
数学 学 习 的 表面 化 。 

(二 ) 由 数学 教学 目的 决定 的 要 求 

数学 教学 的 目的 就 是 要 促进 学 生 的 发 展 。 数 学 教学 ， 不 但 要 
使 学 生 的 数学 认 知 结构 获得 发 展 ,而 且 还 要 促进 学 生 的 一 般 发 展 ， 
其 中 ， 特 别 要 发 展 学 生 的 抽象 思维 、 创 造 精神 和 创造 力 。 

首先 ， 数 学 教学 是 在 教师 的 主导 下 ， 有 目的 、 有 计划 、 有 组 
织 地 学 习 数学 知识 、 培 养 数 学 能 力 、 发 展 智力 的 过 程 ， 是 学 生 数 
学 认 知 结构 发 展 的 主要 途径 。 学 生 的 数学 认 知 结构 在 数学 教学 中 
的 不 断 发 展 ， 是 一 个 数学 认 知 结构 的 不 断 建 构 的 过 程 ， 在 这 个 过 
程 中 ， 数 学 认 知 结构 逐渐 由 低 水 平 向 高 水 平 进化 。 在 数学 教学 活 
动 中 ,学生 所 获得 的 数学 知识 由 浅 入 深 ， 知识 面 由 窄 到 宽 ， 他 的 
数学 知识 系统 得 到 不 断 充实 、 丰 富 ， 数 学 能 力 得 到 不 断 提 高 。 

按照 当代 认 知 心理 学 的 观点 ， 学 生 数学 认 知 结构 的 发 展 是 随 
着 学 习 层次 的 深入 而 获得 的 。 学 生 利用 他 已 有 的 数学 认 知 结构 积 
极 主动 地 与 新 数学 知识 进行 相互 作用 ， 或 者 将 新 数学 知识 同化 到 
已 有 数学 认 知 结构 中 ， 从 而 丰富 已 有 的 数学 认 知 结构 ， 或 者 改变 
已 有 数学 认 知 结构 以 顺应 新 的 知识 ,使 数学 认 知 结构 得 到 发 展 。 从 
认 知 的 角度 看 ,启发 式 数学 教学 对 学 生 数 学 认 知 结构 的 发 展 应 在 
如 下 两 个 方面 发 挥 作用 : 

第 一 ， 为 学 生 的 数学 认 知 结构 的 发 展 确定 方向 和 目标 。 现 代 
认 知 理论 指出 ， 现 在 的 教学 再 也 不 是 教授 学 科 之 间 的 差异 ， 而 是 
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为 了 引导 学 生 对 科学 家 、 学 者 构建 学 科 理 论 、 原 理 、 法 则 时 所 用 
的 思维 模式 和 策略 的 模仿 ， 引 导 学 生 概括 所 学 的 知识 ， 了 解 更 加 
各 真 的 科学 现实 。 因 此 ， 在 启发 式 数学 教学 中 ， 教 师 应 当 根据 学 
生 现 有 数学 认 知 结构 的 特点 和 水 平 ， 把 掌握 数学 的 基本 概念 、 基 
本 原理 和 法 则 ， 以 及 它们 所 蕴涵 的 数学 思想 、 方 法 作为 教学 的 最 
主要 目标 。 

第 二 ,为 学 生 的 数学 认 知 结构 的 发 展 提供 良好 环境 和 条 件 。 首 
先 ， 教 师 根据 教学 目的 、 学 生 的 现 有 认 知 发 展 水 平 以 及 数学 的 逻 
辑 体系 来 精 选 教学 内 容 ， 编 排出 一 种 概括 性 强 、 操 作 性 好 的 数学 
教材 结构 ， 以 利于 学 生理 解 和 学 习 ， 便 于 学 生 记 忆 、 检 索 ， 达 到 
学 习 迁 移 。 其 次 ， 在 教学 中 ， 教 师 充分 利用 学 生 现 有 数学 认 知 结 
构 ， 以 此 作为 同化 新 知识 的 基础 ， 设 置 一 定 的 教学 情境 ， 以 引导 
学 生 的 认 知 活动 。 在 学 习 概念 、 原 理 时 , 教师 给 学 生 提供 丰富 的 、 
典型 有 效 的 直观 背景 材料 ， 使 学 生 在 概念 、 原 理 的 导向 下 ， 通 过 
自己 对 材料 的 积极 主动 的 思维 活动 ， 达 到 对 概念 的 理性 认识 ， 并 
进一步 指导 学 生 将 获得 的 概念 进行 归 类 、 组 合 ， 构 成 一 个 便于 操 
作 的 概念 体系 。 在 应 用 知识 解决 数学 问题 时 ， 教 师 为 学 生 提供 一 
定 的 线 案 ， 在 思维 方法 、 认 知 策略 上 给 以 指导 ， 以 便 学 生 能 顺利 
地 解决 问题 ， 并 从 中 体验 数学 的 思想 、 方 法 ， 深 化 知识 学 习 ， 获 
得 数学 能 力 ， 使 智力 得 到 较 好 的 发 展 ， 从 而 使 学 生 的 数学 认 知 结 
构 获 得 良好 的 发 展 。 

其 次 ,数学 教学 中 ,学 生 除 了 获得 数学 认 知 结构 的 发 展 外 , 他 
们 的 身心 也 获得 发 展 。“ 教 学 , 这 是 学 生 的 心理 发 展 , 形成 他 的 智 
能 、 注意 、 记忆 和 心理 的 所 有 其 他 方面 的 新 品质 的 主要 动力 ,” 因 
此 ， 启 发 式 数学 教学 必须 为 学 生 的 全 面 发 展 服务 。 

前 苏联 心理 学 家 维 果 斯 基 认 为 ， 学 生 的 发 展 水 平 可 以 区 分 为 
两 种 ,一 种 是 现 有 发 展区 ， 它 是 评定 学 生 已 经 达到 的 发 展 程度 
《水平 层次 和 范围 )、 现 有 发 展 特点 的 依据 , 这 是 教学 的 出 发 点 ;第 
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二 种 是 “最 近 发 展区 ”， 它 是 一 种 潜在 的 、 可 能 的 发 展 水 平 ， 是 经 
过 教师 的 启发 指导 和 学 生 自己 的 努力 所 能 够 达到 的 发 展 水平 ， 这 
是 教学 所 应 该 努力 追求 的 目标 。 教 学 只 有 以 学 生 的 现 有 发 展 水 平 
为 基础 ， 以 “最 近 发 展区 ”为 定向 ， 才 能 有 效 地 促进 学 生 的 发 展 。 
所 以 ， 启 发 式 数学 教学 应 当 充分 发 挥 学 生 现 有 发 展 水 平 的 积极 作 
用 ， 在 学 生 的 “最 近 发 展区 ”上 去 帮助 学 生 解 决 认 知 矛盾 ， 促 成 
学 生 的 “最 近 发 展区 ”向 现实 发 展 水 平 转化 。 要 使 学 生 经 常 处 于 
“ 跳 一 胱 摘 果 子 ” 的 状态 , 即使 学 生 感到 负荷 满 , 有 适当 的 紧张 感 ， 
又 使 学 生 觉得 压力 不 太 大 ， 问 题 可 以 解决 ， 从 而 激发 学 生 的 求知 
欲 ， 经 过 他 们 自己 主动 积极 的 探索 而 获取 知识 、 发 展 能 力 。 

(三 ) 由 学 生 的 数学 学 习 规 律 决定 的 要 求 

辩证 唯物 主义 认为 ， 人 们 掌握 知识 的 过 程 是 一 个 能 动 的 反映 
过 程 , 同样 的 , 学 生 的 数学 学 习 过 程 也 是 一 个 能 动 的 反映 过 程 。 只 
有 当 教 学 符合 学 生 的 学 习 规律 时 ， 才 能 充分 调动 学 生 的 主观 能 动 
性 , 使 他 们 通过 自己 积极 主动 的 自我 活动 来 达到 学 习 目 的 。 因此 ， 
启发 式 数学 教学 必须 符合 学 生 数学 学 习 规 律 的 要 求 。 

学 生 数 学 学 习 过 程 有 如 下 特点 : 

第 一 ， 学 生 的 数学 学 习 过 程 是 一 个 数学 知识 的 “再 创造 ”过 
程 。 

从 学 生 的 角度 来 说 ， 要 学 习 的 数学 知识 是 一 种 未 知 世界 ， 因 
此 ， 数 学 学 习 过 程 是 一 个 数学 知识 的 “发 现 ” 过 程 。 但 是 ， 由 于 
数学 知识 是 人 类 已 经 认识 到 了 的 知识 ， 有 历史 的 经 验 教训 可 以 借 
鉴 ,因此 学 生 可 以 赁 荐 这 种 经 验 教 训 而 少 走 一 些 不 必要 的 弯路 , 通 
过 相对 简捷 的 途径 去 学 习 它 、 掌 握 它 。 另 外 ， 由 于 第 一 次 发 现 过 
程 的 历史 条 件 已 经 不 存在 ， 教 学 时 间 也 有 限制 ， 因 此 ， 学 生 不 可 
能 《也 不 必要 ) 重复 漫长 的 第 一 次 发 现 过 程 ， 学 生 的 数学 学 习 只 
能 是 一 个 “再 发 现 ” 的 过 程 。 

由 于 学 生 认 知 水 平 的 限制 ， 他 们 不 可 能 独立 地 完成 “再 发 
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现 ” 过 程 ， 而 必须 通过 教师 的 启发 引导 。 所 以 ， 在 启发 式 数学 教 
学 中 ， 教 师 应 该 为 “再 发 现 ”创造 条 件 ， 对 第 一 次 发 现 过 程 进行 
“缩短 ”， 即 将 第 一 次 发 现 过 程 进行 裁剪 ， 使 之 变 成 一 条 “捷径 ”; 
“ 平 坡 ”, 即 降低 发 现 的 难度 ,使 之 与 学 生 的 现 有 发 展 水 平 相 适应 ; 
“精简 ”， 即 减少 发 现 过 程 的 弯路 ， 使 学 生 能 大 致 经 历数 学 家 获得 
数学 发 现时 的 思维 过 程 ， 在 一 种 自然 、 主 动 的 状态 下 完成 “再 发 
现 ” 过 程 。 

第 二 ， 学 生 的 数学 学 习 是 从 理论 或 间接 经 验 到 实践 ， 再 由 实 
践 上 升 到 理论 的 过 程 。 

学 生 的 数学 学 习 是 从 理论 或 间接 经 验 开始 的 ， 然 后 在 教师 的 
帮助 下 ， 把 这 种 理论 或 间接 经 验 与 自己 已 有 的 经 验 〈 包 括 过 去 已 
经 学 过 的 知识 和 日 常生 活 经 验 ) 进行 同化 ， 经 过 一 定 的 实践 〈 模 
型 操作 、 观 察 、 实 验 、 做 数学 习题 、 参 加 社会 实践 等 )， 使 之 内 化 
为 他 们 自己 内 部 的 智力 操作 方式 , 从 丙 上 升 为 理性 认识 。 当然 , 这 
里 的 “从 理论 到 实践 ”并 不 是 由 认识 到 实践 的 飞跃 ， 这 时 的 理论 
对 学 生来 说 并 不 是 他 的 理性 认识 ， 学 生 对 理论 所 反映 的 客观 对 象 
的 各 种 性 质 还 没有 掌握 ， 不 过 ， 这 一 理论 可 以 成 为 学 生 学 习 的 向 
导 ; 只 有 “从 实践 土 升 到 理论 ”中 的 理论 , 才 是 学 生 的 理性 认识 ， 
这 时 的 理论 对 学 生来 说 是 一 种 具体 的 、 丰 富 的 理论 ， 学 生 对 理论 
所 反映 的 客观 对 象 的 各 种 性 质 也 已 经 基本 把 握 。 

数学 学 习 的 这 一 特点 要 求教 师 在 启发 式 数 学 教学 中 ， 努 力 为 
学 生 提 供 使 所 学 的 数学 知识 与 已 有 的 经 验 建 立 内 部 联系 的 实践 机 
会 。 具 体 地 说 ， 教 师 在 实施 教学 之 前 ， 要 充分 了 解 学 生 的 学 习 基 
础 ， 因 为 数学 是 一 门 远 辑 性 、 系 统 性 很 强 的 学 科 , 学 习 基础 不 够 ， 
教学 将 无 法 进行 。 例 如 ， 没 有 整 式 加 法 的 知识 ， 就 不 能 学 习 整 式 
的 乘法 ， 没 有 指数 的 概念 就 不 能 学 习 对 数 。 由 于 学 生 认识 水 平 的 
限制 ， 他 们 对 于 教材 中 较 多 地 反映 了 数学 的 逻辑 结构 而 掩 盖 了 数 
学 思维 活动 过 程 的 数学 理论 是 难以 独立 地 完成 认识 过 程 的 。 他 们 
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对 于 数学 理论 背后 所 蕴涵 的 丰富 的 具体 内 容 ， 或 者 头脑 中 比较 缺 
乏 ， 或 者 有 一 定 的 感性 认识 但 不 能 很 好 地 将 之 与 所 学 的 理论 相 联 
系 , 而 对 于 被 理论 所 掩盖 的 数学 思维 活动 过 程 则 更 是 难以 把 握 。 所 
以 ， 在 启发 式 数学 教学 中 ， 教 师 要 根据 相应 的 数学 知识 的 还 辑 顺 
序 ， 以 及 知识 所 蕴涵 的 数学 思想 、 方 法 〈 这 是 初次 接触 数学 新 知 
识 的 学 生 所 难以 把 握 的 , 但 是 教师 对 它们 应 该 心中 有 数 ), 为 学 生 
提供 适量 的 、 具 有 上 典型 意义 的 具体 材料 ， 让 学 生 在 数学 理论 知识 
的 导向 下 ， 对 这 些 材料 进行 充分 的 感知 ， 并 在 此 基础 上 再 进行 抽 
象 概括 ， 使 新 知识 与 已 有 的 数学 知识 经 验 建立 起 内 在 联系 ， 成 为 
一 个 有 机 的 知识 整体 ， 达 到 对 数学 理论 的 理性 认识 。 

数学 教学 活动 应 该 建立 在 学 生 的 全 部 心理 活动 的 基础 上 。 只 
有 在 学 生 的 全 部 心理 活动 都 积极 地 投入 到 数学 教学 中 来 时 ， 数 学 
教学 的 进行 才能 卓有成效 。 心 理学 的 研究 告诉 我 们 ， 使 学 生 的 全 
部 心理 活动 都 积极 地 投入 到 数学 教学 中 的 实质 就 是 要 充分 发 挥 学 
生 的 智力 因素 与 非 智力 因素 的 积极 性 。 但 是 ， 学生 的 智力 本 身 是 
无 所 谓 积极 性 的 ， 它 的 积极 性 来 自 非 智力 因素 。 所 以 ， 只 有 当 学 
生 的 非 智力 因素 (由 动机 、 兴 趣 、 情 感 、 意 志 、 性 格 等 组 成 ) 参 
与 到 认 知 活动 中 来 后 ,智力 才 会 真正 地 发 挥 作用 。 

因此 , 在 启发 式 数学 教学 中 , 教师 应 当 采 取 切 实 有 效 的 措施 ， 
努力 调动 和 发 挥 学 生 的 非 智力 因素 的 积极 性 。 教 师 应 该 根据 学 生 
的 现 有 认 知 发 展 水 平 、 数 学 知识 之 闻 的 逻辑 联系 ， 创 设 一 定 的 数 
学 教学 铺 境 ， 以 引起 学 生 认 知 的 内 部 秘 盾 冲突 ， 从 而 激发 学 生 的 
好 奇 心 和 学 习 兴 趣 ， 引 起 学 生 的 学 习 动机 ， 使 他 们 兴趣 僚 然 地 投 
入 学 习 。 当 然 ， 这 种 矛盾 冲突 不 但 要 使 学 生 能 够 意识 到 ， 而 且 要 
使 他 们 感到 经 过 自己 的 努力 可 以 解决 这 种 让 盾 冲突 。 教 师 应 该 鼓 
励 学 生 通过 自己 积极 主动 的 思维 活动 去 获取 知识 ， 并 且 在 思考 方 
向 、 思 考 方法 、 思 维 策略 上 加 以 适当 的 点 拨 ， 使 学 生 真 正经 过 自 
己 的 努力 ， 克 服 学 习 中 的 困难 而 达到 学 习 目的 ， 让 学 生 有 施展 自 
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己 才 华 的 充分 机 会 ， 使 他 们 看 到 自己 在 数学 方面 的 长 处 ， 看 到 自 
己 坚 持 不 懈 地 努力 的 效果 ， 从 而 培养 学 生 的 自信 心 、 意 志 力 和 对 
数学 的 情感 ;教师 要 为 学 生 创 造 一 种 适合 于 学 生 身 心 发 展 水 平 的 、 
有 利于 学 生 求 异 创新 的 良好 学 习 环 境 ， 以 利于 培养 学 生 的 坚韧 不 
拔 、 勇 于 创新 的 优秀 品质 ， 让 学 生 能 经 常 得 到 成 功 的 体验 ， 感 受 
到 学 习 数 学 是 一 种 精神 享受 ， 以 利于 培养 学 生 的 数学 学 习 兴 趣 和 
情感 。 教 师 还 可 以 利用 数学 发 展 的 历史 、 数 学 在 现代 社会 发 展 中 
的 地 位 和 作用 等 来 激发 学 生 学 习 数学 的 兴趣 。 

(四 ) 由 数学 教学 过 程 的 特征 决定 的 要 求 

数学 教学 过 程 是 学 生 在 教师 的 主导 下 ， 通 过 能 动 的 数学 思维 
活动 ， 对 数学 教材 进行 学 习 的 过 程 。 在 这 一 过 程 中 ， 包 含 着 教师 
与 学 生 、 教 师 与 教材 、 学 生 与 教材 等 一 系列 矛盾 ， 这 些 矛 盾 的 相 
互 制约 、 相 互联 系 的 运动 就 构成 了 教学 过 程 的 发 展 。 其 中 ， 学 生 
与 教材 的 矛盾 是 教学 过 程 的 主要 矛盾 ， 集 中 表现 在 学 生 的 数学 思 
维 活动 过 程 与 数学 知识 所 反映 的 数学 思维 过 程 之 间 的 矛盾 上 。 辩 
证 唯物 主义 告诉 我 们 , 矛盾 的 转化 , 外 因 是 条 件 , 内 因 是 根据 , 外 
因 通 过 内 因而 起 作用 。 所以, 教师 只 有 根据 学 生 的 内 因 进 行 教学 ， 
才能 真正 促成 教学 过 程 的 主要 矛盾 的 转化 。 由 此 ， 在 启发 式 数学 
教学 中 ， 教 师 必 须根 据 学 生 的 内 因 《〈 主 要 有 学 生 的 学 习 动机 、 已 
有 的 知识 基础 、 数 学 思维 水 平 、 数 学 能 力 等 ) ， 给 以 适宜 的 条 件 ， 
启发 学 生 的 内 因 发 生变 化 ， 使 学 生 真正 掌握 知识 ， 而 不 是 把 知识 
强加 给 学 生 , 让 学 生死 记 硬 背 。 要 注意 到 数学 教材 的 抽象 性 特点 ， 
认真 分 析 知 识 所 反映 的 数学 思维 过 程 ， 分 析 和 把 握 学 生 的 数学 思 
维 过 程 ， 并 以 这 两 个 过 程 为 依据 ， 设 置 适当 的 教学 情境 ， 使 这 两 
个 过 程 协调 同步 地 进行 ， 使 学 生 在 解决 这 两 个 过 程 之 间 的 矛盾 的 
过 程 中 去 认识 教材 、 掌 握 知识 、 发 展 思维 和 智力 。 

以 上 从 理论 上 对 启发 式 数学 教学 的 基本 要 求 作 了 探讨 。 我 们 
认为 , 数学 教学 中 确立 启发 式 教学 思想 , 是 时 代 发 展 的 迫切 需要 ， 
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是 素质 教育 对 数学 教育 工作 者 提出 的 迫切 要 求 。 要 使 数学 教学 为 
培养 学 生 的 适应 现代 社会 生活 环境 的 健全 个 性 服务 ， 就 必须 实行 
启发 式 ， 要 使 学 生 通 过 数学 学 习 而 培养 创造 精神 和 创造 力 ， 就 必 
须 实行 启发 式 。 因 此 ， 从 理论 的 高 度 对 启发 式 进行 重新 认识 有 非 
常 重要 的 意义 ， 特 别 是 在 当前 “应 试 教育 ”向 “素质 教育 ”转轨 
的 形势 下 , 认真 研究 启发 式 理论 , 领会 启发 式 教学 的 精神 实质 , 更 
加 有 其 深刻 的 现实 意义 。 我 们 认为 ， 结 合 数学 学 科 的 特点 ， 理 解 
启发 式 的 内 涵 ， 掌 握 启发 式 的 内 在 规律 ， 并 用 以 指导 数学 教学 实 
瞻 ， 是 数学 教学 中 贯彻 素质 教育 思想 的 最 好 体现 。 


三 ”启发 式 数学 教学 的 几 个 关键 


现代 数学 教学 的 基本 特征 是 确立 和 尊重 学 生 的 主体 地 位 ， 强 
调 发 挥 学 生 的 主观 能 动 性 ,引导 学 生 通 过 自己 的 活动 来 获取 知识 ， 
从 而 达到 培养 能 力 、 发 展 智力 的 目的 ,使 教学 促进 学 生 的 全 面 、 和 
谐 的 发 展 。 但 是 ， 由 于 学 生 处 于 身心 发 展 阶段 ， 他 们 的 数学 知识 
水 平 不 高 ， 认 识 能 力 不 强 ， 对 数学 学 习 的 规律 也 掌握 得 不 够 ， 学 
习 中 的 自我 调节 、 自 我 控制 能 力也 较 弱 ， 因 此 ， 教 学 中 学 生 主体 
作用 的 发 挥 并 不 能 成 为 学 生 自己 的 自觉 行动 ， 而 必须 通过 教师 切 
实 有 效 的 诱导 启发 。 下 面 我 们 将 根据 前 面 对 启 发 式 数学 教学 的 基 
本 要 求 的 认识 ,讨论 一 下 贯彻 启发 式 教学 思想 所 应 该 把 握 好 的 几 
个 关键 。 

(一 ) 为 学 生 提供 学 有 成 效 的 数学 知识 结构 

从 认 知 方面 来 说 ， 数 学 教学 的 中 心 任务 就 是 要 塑造 学 生 的 良 
好 的 数学 认 知 结构 ， 使 之 具有 不 斯 吸收 新 数学 知识 的 能 力 和 知识 
的 自我 生成 能 力 。 根据 奥 苏 伯 尔 的 观点 ， 良 好 的 认 知 结构 具有 三 
个 特征 : 第 一 ， 可 利用 性 一 一 当 学 生 面 对 新 的 学 习 时 ， 他 的 认 知 
结构 中 具有 适当 的 、 能 够 起 图 定 作 用 的 观念 可 以 利用 ; 第 二 ， 可 
辨别 性 一 一 当 已 有 的 认 知 结构 同化 新 知识 时 ， 新 旧 观 念 的 异同 点 
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可 以 清晰 地 辨别 ， 第 三 ， 稳 定性 一 一 已 有 的 起 固定 作用 的 观念 在 
认 知 结构 中 是 牢固 稳定 的 。 由 于 学 生 的 认 知 结构 是 由 数学 知识 结 
构 “ 内 化 ”而 来 的 ， 因 此 ， 塑 造 良好 的 数学 认 知 结构 的 “物质 基 
础 ”就 是 有 效 的 数学 知识 结构 。 

关于 数学 知识 结构 的 组 织 ， 奥 苏 伯 尔 提出 了 两 个 原则 和 先行 
组 织 者 策略 ; 

(1) 逐渐 分 化 原则 。 按 照 这 一 原则 ,教材 首先 应 该 呈现 这 一 学 
科 最 一 般 的 、 包 容 范围 最 广 的 那些 观念 ， 然 后 根据 细节 和 具体 项 
目 逐 渐 加 以 分 化 。 奥 苏 伯 尔 认 为 ， 这 种 呈现 教材 的 顺序 与 人 们 自 
发 地 探究 一 个 完全 不 熟悉 的 知识 领域 的 自然 顺序 是 一 致 的 ， 与 人 
们 表征 、 组 织 与 储存 知识 的 方式 也 是 吻合 的 。 由 此 他 提出 了 两 个 
假设 ，(a) 下 位 学 习 比 上 位 学 习 更 容易 ;(b》 某 一 学 科 在 学 生 认 
知 结构 中 的 组 织 是 有 层次 性 的 : 包容 范围 最 广 的 那些 观念 位 于 这 
个 结构 的 顶点 ， 它 们 容纳 概括 性 越 来 越 低 、 分 化 程度 越 来 越 高 的 
命题 、 概 念 和 事实 材料 。 因 此 ， 当 学 生 的 认 知 结构 中 具有 包容 范 
围 较 广 的 知识 ， 而 这 些 知识 与 新 知识 之 间 的 关系 又 特别 紧密 ， 它 
们 又 可 以 被 用 来 作为 学 习 新 知识 的 理想 固着 点 时 ， 学 习 和 保持 新 
知识 的 效果 最 好 。 据 此 ， 奥 苏 伯 尔 提出 ， 在 安排 教学 内 容 、 计 划 
。 教学 程序 时 ,应 将 每 一 个 教学 单元 按 包容 程度 由 大 到 小 的 顺序 , 依 
次 呈现 ， 从 而 使 新 知识 的 教学 有 理想 的 固着 点 。 按 照 逐 渐 分 化 的 
原则 安排 教学 内 容 ， 一 方面 能 使 学 生 在 学 习 任 何 新 知识 时 都 有 理 
想 的 固着 点 ， 另 一 方面 ， 新 知识 的 习 得 又 扩充 、 巩 图 和 分 化 了 学 
生 已 有 的 认 知 结构 。 当 然 ， 这 是 一 种 理想 状态 。 现 实 中 ， 由 于 各 
种 原因 而 使 教材 难以 按照 这 样 的 方式 来 编排 ， 这 时 ， 奥 苏 伯 尔 提 
出 了 一 个 “先行 组 织 者 ”策略 来 解决 这 一 问题 。 

《2》 综合 贯通 原则 。 这 一 原则 是 指教 师 应 帮助 学 生 对 自己 已 
有 认 知 结构 中 的 相关 观念 进行 重新 组 合 。 因 为 在 教材 里 ， 有 许多 
重要 、 交 又 的 内 容 ， 它 们 之 闻 的 相关 程度 很 高 (有 时 是 同一 个 问 
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题 的 两 个 方面 ， 有 时 是 同一 内 容 的 深化 ， 或 是 某 一 个 已 知 内 容 的 
特例 或 推广 》, 然而 这 些 内 容 往往 只 能 在 教材 中 出 现 一 次 , 它们 之 
间 的 联系 与 区 别 只 能 由 学 生 自 己 去 认识 ， 且 教科 书 作 者 和 教师 往 
往 也 认为 学 生 是 可 以 完成 这 种 认识 的 。 奥 苏 伯 尔 指出 ， 这 种 做 法 
或 想法 在 逻辑 上 可 能 是 讲 得 通 的 ， 但 在 心理 学 上 则 肯定 是 站 不 住 
脚 的 。 因 为 对 认 知 结构 中 已 有 相关 观念 进行 重新 组 合 的 过 程 ， 实 
际 上 是 一 个 使 现 有 认 知 结构 进一步 分 化 的 过 程 。 如 果 不 使 学 生 明 
确 各 个 相关 观念 之 间 的 关系 ,认识 它们 之 间 的 主要 异同 , 那么 ,所 
产生 的 后 果 将 是 非常 严重 的 : (a)? 由 不 同 的 术语 表示 本 质 上 相同 的 
概念 , 不 但 导致 了 认 知 上 的 混乱 , 而 且 还 鼓励 了 学 生 的 机 械 学 习 # 
(b) 在 相关 课题 之 间 设 置 了 人 为 的 障碍 ， 从 而 使 学 生 难 以 识别 重 
要 的 共同 特征 ， 使 学 生 失 去 了 通过 认识 这 些 共 同 特征 来 进一步 深 
刻 理 解 相应 课题 的 机 会 ;(c) 使 认 知 结构 中 已 有 的 有 关 观 念 的 “ 固 
着 点 ”作用 不 能 充分 发 挥 : 〈d) 因为 不 能 清楚 而 明确 地 识别 那些 
表面 上 类 似 的 概念 之 间 的 重大 差异 ， 学 生 往 往 把 它们 作为 相同 的 
概念 加 以 记忆 和 和 保持。? 

以 “函数 ”知识 的 学 习 为 例 。 事 实 上 ， 范 数 知识 与 学 生 已 经 
掌握 的 许多 知识 ， 如 ， 代数 式 、 方 程 、 不 等 式 ， 以 及 将 要 学 习 的 
知识 ， 如 曲线 与 方程 、 曲 线 与 图 形 等 都 有 非常 紧密 的 联系 ， 如 ， 
“代数 式 的 值 ” 与 “函数 值 "、“ 方 程 的 解 ”与 “函数 值 为 0 时 的 自 
变量 的 值 "、“ 不 等 式 的 解 ”与 “函数 值 在 某 一 区 间 内 时 的 自 变量 
取 值 范围 ”以 及 “函数 解析 式 ”与 “曲线 的 方程 ”、“ 函 数 图 象 ”与 
“曲线 的 图 形 ” 等 , 这 些 概念 之 间 的 相互 联系 是 非常 紧密 的 , 但 是 
它们 又 不 能 等 同 。 客 观 地 说 ， 要 求教 材 对 这 些 概念 之 间 的 异同 作 
出 详细 区 分 是 不 尽 合理 的 。 但 是 ， 要 真正 掌握 函数 概念 ， 学 生 又 
必须 对 上 述 问 题 有 一 个 比较 清晰 的 认识 .对 它们 之 间 的 异同 有 一 
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个 比较 深刻 的 理解 。 因 此 ， 教 师 在 教学 中 就 应 该 引导 学 生 对 上 述 
概念 进行 准 析 , 也 即 要 引导 学 生 对 所 学 知识 进行 “综合 贯通 ”。 例 
如 ,使 学 生 认 识 到 ,“ 代 数 式 中 字母 的 取 值 范围 ”与 “函数 的 定义 
域 " 在 本 质 上 是 一 致 的 函数? 一/(z)? 可 以 看 成 是 一 类 特殊 的 曲线 
的 方程 :y 一 f(x) 二 0, 但 是 ,从 曲线 的 方程 Cz,y) 二 0 却 不 一 定 
能 得 到 函数 表达 式 :y 二 f(z)。 这 一 点 又 可 以 从 函数 的 图 象 与 曲线 
的 图 形 之 间 的 关系 来 认识 : ? 轴 的 平行 线 与 函数 的 图 象 最 多 只 有 
一 个 交点 ， 而 与 曲线 的 图 形 却 不 一 定 只 有 一 个 交点 (两 个 或 两 个 
以 上 ) 这样 做 的 结果 确实 能 使 学 生 对 已 有 概念 和 命题 的 认识 更 加 
清晰 ， 加 强 了 知识 之 间 的 联系 性 ， 使 已 有 知识 获得 新 的 意义 。 

当 教 学 内 容 无 法 按照 纵向 序列 的 形式 ， 而 只 能 按照 横向 并 列 
的 形式 来 组 织 时 , 综合 贯通 的 原则 同样 适用 。 例如 , 代数 与 几何 ， 
它们 之 间 并 没有 那 种 序列 相依 关系 ， 也 即 代数 知识 的 学 习 不 以 也 
何 知识 的 掌握 为 前 提 , 反之 也 然 。 尽管 这 些 内 容 是 互 不 依赖 的 , 在 
逻辑 上 可 以 用 完全 独立 的 方式 来 组 织 它们 ， 学 生 也 可 以 在 学 习 某 
一 部 分 内 容 〈 例 如 代数 ) 时 不 参考 其 他 任何 材料 〈 例 如 几何 )， 但 
在 它们 之 间 还 是 会 发 生 许多 认 知 上 的 相互 作用 。 以 横向 并 列 的 形 
式 组 织 起 来 的 教材 ， 先 前 习 得 的 知识 对 以 后 呈现 的 知识 有 定向 和 
归属 的 作用 。 也 正 因为 如 此 ， 人 们 能 够 用 代数 的 手段 来 解决 几何 
问题 ， 又 能 够 用 几何 的 眼光 来 看 待 代数 问题 ， 从 而 产生 出 数 形 结 
合 的 思想 ， 并 发 展 起 解析 几何 这 样 新 的 学 科 。 

(3) 先行 组 织 者 策略 。 为 了 促进 学 生 更 加 有 效 地 学 习 ， 防 止 
知识 之 间 的 相互 干扰 ， 奥 苏 伯 尔 提出 了 一 种 策略 : 为 学 生 提 供 
“组 织 者 ”, 即 在 呈现 教学 内 容 本 身 之 前 , 先 旦 现 一 些 密 切 相关 的 、 
包容 范围 广 但 又 非常 容易 使 人 理解 和 记忆 的 引导 性 材料 一 一 先行 
组 织 者 ， 其 目的 是 帮助 学 生 建 立 有 意义 学 习 的 心 向 。 先 行 组 织 者 
有 助 于 使 学 生 认识 到 ， 要 有 意义 地 学 习 新 材料 ， 就 必须 把 它们 与 
已 有 认 知 结构 中 那些 特别 相关 的 部 分 联系 起 来 。 在 抽象 性 、 概 括 
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性 和 包容 水 平 上 ， 先 行 组 织 者 比 要 学 习 的 新 材料 更 高 一 些 ， 从 而 
为 将 要 进行 的 学 习 提供 了 一 个 框架 或 一 条 线索 ,使 学 生 在 学 习 具 
体 、 详 细 的 材料 时 避免 言 目 性 ， 对 学 习 的 进程 做 到 心中 有 数 。 另 
一 方面 ， 先 行 组 织 者 能 增加 要 学 习 的 新 材料 同 认 知 结构 之 间 的 联 
系 性 ， 这 一 作用 体现 在 两 个 方面 :一 是 激活 认 知 结构 中 已 经 具备 
的 相关 观念 ， 从 而 使 学 生 认识 到 它们 之 间 的 联系 ;二 是 使 新 材料 
与 认 知 结构 中 那些 类 似 观念 之 间 的 可 辨别 性 增加 。 总 之 ， 先 行 组 
织 者 的 主要 功能 就 是 在 学 生 能 够 有 意义 地 学 习 新 知识 之 前 ， 在 他 
“已 经 掌握 的 知识 ”与 “需要 掌握 的 知识 ”之 间架 设 起 一 座 沟 通 它 
们 的 桥梁 。 

奥 苏 伯 尔 区 分 了 两 类 组 织 者 ， 一 类 是 “说 明 性 ”组 织 者 ， 其 
作用 是 为 新 知识 提供 适当 的 类 属 者 ， 它 与 将 要 学 习 的 材料 之 间 构 
成 上 位 关系 .这 种 组 织 者 在 学 习 不 太 熟 悉 的 材料 的 情况 下 使 用 ,所 
用 的 语言 是 学 生 热 悉 的 、 能 够 理解 的 。 另 一 类 是 “比较 性 ”组 织 
者 ， 其 作用 是 指出 新 知识 与 认 知 结构 中 基本 上 类 似 的 概念 之 间 的 
异同 ， 用 来 增加 那些 基本 上 不 同 ， 但 又 易 使 人 误 认 为 相似 的 新 名 
概念 之 闻 的 可 辨别 性 。 由 于 学 生 在 学 校 学 习 中 对 学 习 内 容 完全 陌 
生 的 情况 比较 少 ， 他 们 对 新 内 容 的 理解 往往 似是而非 ， 因 此 很 容 
易 发 生 新 旧 知 识 之 间 的 混淆 ， 比 较 性 组 织 者 可 以 提高 新 旧 知 识 的 
可 辨别 性 , 从 而 保证 学 生 获 得 精确 知识 。 例 如 ,在 “排列 组 合 ”的 
教学 中 ， 两 条 基本 原理 非常 重要 ， 但 是 在 应 用 时 学 生 常 常 感到 困 
惑 ， 对 什么 时 候 用 加 法 、 什 么 时 候 用 乘法 难以 把 握 。 这 时 教师 就 
可 以 采取 提供 比较 性 组 织 者 的 方法 引导 学 生 进行 辨析 ; (a) 加 法 原 
吾 对 应 着 “分 类 ”， 冬 法 原理 对 应 着 “分 步 *，(b) 加 法 原理 中 的 
每 一 类 方案 中 的 任意 一 种 方法 都 能 完成 这 件 事情 ， 腿 法 原理 中 每 
一 步 中 的 任 之 一 种 方法 只 能 完成 该 步骤 ， 并 不 能 完成 这 件 事 情 ; 
(c) 在 具体 应 用 时 , 先 分 类 、 后 分 步 , 类 与 类 之 间 相 加 , 步 与 步 之 
各 相 乘 。 
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组 织 者 具有 抽象 性 、 概 括 性 和 包容 性 等 特征 ， 因 而 它 对 学 习 
事实 材料 的 作用 较 大 而 对 学 习 抽 象 材料 的 作用 较 小 。 其 原因 可 能 
是 抽象 材料 本 身 已 经 具有 内 在 的 组 织 者 。 因 此 ， 教 学 中 ， 先 行 组 
织 者 的 作用 ， 部 分 取决 于 学 习 材料 本 身 是 如 何 组 织 的 。 当 学 习 材 
料 本 身 已 有 内 在 组 织 者 ， 其 编排 顺序 又 是 逐渐 分 化 的 ， 那 么 就 可 
以 不 用 先行 组 织 者 。 

近年 来 ， 心 理学 家 在 奥 苏 伯 尔 研 究 的 基础 上 ， 发 展 了 “组 织 
者 ”的 概念 。 组 织 者 一 般 星 现在 要 学 习 的 材料 之 前 ， 但 是 也 可 以 
放 在 学 习 材 料 之 后 呈现 。 它 既 可 以 比 原 学 习 材 料 的 抽象 性 、 概 括 
性 更 高 ， 也 可 以 比 原 学 习 材料 更 加 具体 。 如 在 学 习 了 排列 、 组 合 
概念 之 后 ， 给 学 生 呈 现 “比较 性 ”组 织 者 : 

题 1 〈1) 全 班 50 名 同学 每 两 个 人 握手 一 次 ， 共 握手 多 少 次 ? 
(2) 全 班 50 名 同学 互 赠 眼 片 一 张 ， 共 需 照 片 多 少 张 ? 


题 2 (1) 从 2,，3，5，7，11 中 任意 取 两 个 数 相 于 ,可 得 多 
步 个 不 同 的 积 ? (2) 从 2，3，5，7，11 中 任意 取 两 个 数 相 除 ,可 
得 多 少 个 商 ? 


题 3 6 个 人 去 甲 、 已 、 两 三 个 车 间 劳 动 。(1) 如 甲 去 1 人， 
已 去 2 人 ， 丙 去 3 人， 分 配方 法 有 多 少 种 ? (2) 如 一 个 车 间 去 1 人 ， 
一 个 车 间 去 2 人， 一 个 车 间 去 3 人， 分 配方 法 有 多 少 种 ? 

这 些 问 题 作 为 “比较 性 ”组 织 者 ， 在 学 生 学 习 排列 组 合 概念 
之 后 让 他 们 进行 辨析 ， 对 于 提高 排列 与 组 合 之 间 的 可 辨别 性 、 认 
清 排列 与 组 合 之 间 的 联系 与 区 别 ， 防 止 排列 与 组 合 的 混淆 ， 显 然 
是 十 分 有 好 处 的 。 

根据 上 述 理论 ， 结 合 数学 的 学 科 特 点 ， 我 们 认为 教师 在 组 织 
数学 知识 结构 时 应 该 注意 以 下 九 个 方面 : 

第 一 ， 重 视 揭示 数学 知识 的 本 质 特征 及 内 在 的 逻辑 联系 ， 使 
知识 具有 整体 性 和 系统 性 。 

我 们 知道 ， 学 生 的 数学 学 习 过 程 是 以 已 有 数学 认 知 结构 为 基 
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础 ， 通 过 同化 或 顺应 ， 把 新 知识 纳入 到 自己 头脑 中 的 数学 认 知 结 
构 中 去 的 过 程 。 在 这 一 过 程 中 必须 使 新 的 数学 知识 与 已 有 数学 认 
知 结构 中 的 有 关 观 念 建立 起 非 人 为 的 和 实质 性 的 联系 ， 也 就 是 要 
使 学 生 真 正 理解 数学 知识 的 本 质 特征 ， 掌 握 数学 知识 的 内 在 逻辑 
联系 性 ， 从 而 使 学 得 的 知识 具有 整体 性 和 系统 性 。 当 前 的 数学 教 
学 中 存在 的 学 生 能 够 背诵 数学 定义 、 定 理 、 法 则 、 公 式 ， 能 在 热 
悉 的 情境 中 应 用 相应 的 知识 , 但 灵活 、 综合 应 用 知识 的 能 力 不 强 ， 
只 要 问题 背景 稍 有 变化 ， 学 生 就 感到 束手无策 的 情况 ， 究 其 原因 
就 是 学 生还 没有 理解 数学 知识 的 本 质 特 征 和 知识 之 间 的 内 在 联系 
性 ,因而 就 不 懂得 不 同 的 术语 实际 上 代表 了 本 质 上 相同 的 概念 ,也 
看 不 清 有 关 的 课题 或 隐蔽 的 重要 特征 之 间 的 共性 ， 同 样 也 不 能 区 
分 相似 概念 之 间 的 差异 性 ， 把 不 同 概念 当成 相同 概念 来 掌握 。 因 
此 ， 启 发 式 数学 教学 中 ， 教 师 必 须 重 视 揭示 数学 知识 的 本 质 特征 
及 其 内 在 的 逻辑 联系 ,使 知识 具有 整体 性 和 系统 性 。 

第 二 , 以 基本 概念 、 基 本 原理 为 核心 “螺旋 式 ” 地 安排 知识 ， 
使 学 生 能 够 反复 地 接触 重要 的 基本 概念 和 基本 原理 。 

布 鲁 纳 指出 ， 用 基本 的 、 一 般 的 观念 来 不 断 扩大 和 加 深 知 识 
应 当成 为 教育 过 程 的 核心 。 一 个 人 “学 到 的 观念 越 基本 ， 几 乎 归 
结 定义 ， 则 这 些 观 念 对 新 间 题 的 适用 性 就 越 宽广 ,” 因 此 ,“ 一 门 
课程 在 它 的 教学 过 程 中 ， 应 反复 地 回 到 这 些 基 本 观念 ， 以 这 些 基 
本 观念 为 基础 ， 直 至 学 生 人 掌握 了 与 这 些 观念 相 适应 的 完全 形式 的 
体系 为 止 .” 所 以 数学 的 基本 概念 基本 原理 应 当成 为 数学 知识 的 
核心 “螺旋 式 ” 地 安排 知识 结构 , 是 因为 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 ， 
对 基本 概念 、 基 本 原理 的 理解 和 掌握 是 一 个 从 感性 到 理性 、 从 具 
体 到 抽象 、 从 模糊 到 清晰 逐渐 过 渡 的 过 程 ， 这 种 理解 不 可 能 一 次 
完成 ， 需 要 不 断 地 在 新 的 高 度 上 进行 理解 ， 并 逐渐 地 把 这 种 理解 
推 向 深入 。 

值得 指出 的 是 ， 新 的 教学 内 容 中 所 包含 的 基本 原理 在 很 多 情 

45 


况 下 是 比较 隐蔽 的 ， 学 生 自己 一 般 不 太 容 易 发 现 ， 因 此 需要 教师 
有 意识 地 引导 学 生 进行 认识 。 这 种 引导 可 以 在 把 特殊 问题 赋予 一 
般 意 义 的 过 程 中 进行 ， 也 可 以 在 从 一 般 原理 的 高 度 来 认识 新 问题 
的 过 程 中 完成 〈 实 际 上 是 认识 的 两 个 基本 过 程 ， 即 从 特殊 到 一 般 
和 从 一 般 到 特殊 )。 因此, 在 启发 式 数学 教学 中 , 教师 应 当时 刻 注 
意 引 导 学 生 从 一 般 原理 的 高 度 去 认识 新 知识 (特殊 问题 推广 到 一 
般 原理 ), 要 引导 学 生 找 出 新 旧 知 识 在 一 般 原 理 上 的 一 致 性 , 指导 
学 生 将 具体 知识 归纳 为 一 般 原 理 ， 使 知识 具有 广泛 的 迁移 性 。 
第 三 ， 血 数学 的 观念 、 思 想 和 方法 于 数学 知识 结构 的 中 心地 
位 。 ' 

数学 观念 、 思 想 和 方法 是 数学 科学 的 重要 组 成 成 分 之 一 ， 是 
数学 科学 的 “灵魂 ”, 在 促进 学 生 的 发 展 中 具有 决定 性 作用 。 首先 ， 
数学 观念 、 思 想 和 方法 是 学 生 获 得 数学 知识 的 主观 手段 ， 学 生 掌 
握 了 它 便 能 更 加 透彻 地 理解 数学 知识 ,并 能 自我 生成 数学 知识 ;其 
次 ,数学 思想 和 方法 作为 思维 方式 和 行为 方式 ， 具 有 很 大 的 智力 
价值 ， 学 生 一 旦 把 它们 内 化 为 自己 的 思维 和 行为 方式 ， 就 能 获得 
智力 发 展 ; 第 三 ， 数 学 观念 、 思 想 和 方法 的 学 习 是 培养 学 生 的 创 
造 精神 和 创造 力 的 有 效 途 径 。 

从 数学 发 展 的 历史 来 看 ， 人 们 从 实践 以 及 数学 本 身 的 研究 中 
发 现 癌 题 ， 通 过 对 问题 中 包含 的 各 种 因素 之 间 关系 或 联系 方式 的 
认识 而 产生 解决 问题 的 思想 ， 再 根据 这 个 思想 去 寻找 解决 问题 的 
方法 。 经 过 若干 次 这 样 的 过 程 而 获得 问题 的 解决 。 然 后 ， 数 学 家 
们 将 那些 正确 的 、 使 问题 获得 解决 的 思想 、 方 法 进行 提炼 、 归纳， 
抽象 概括 为 数学 的 概念 、 定 理 、 法 则 等 。 所 以 说 , 数学 的 概念 、 原 
理 是 正确 的 数学 思想 、 方 法 的 载体 ， 数 学 的 思想 、 方 法 隐 含 在 数 
学 概念 、 原 理 之 中 。 数 学 教科 书 〈 数 学 著作 ) 是 以 定义 、 概 念 、 定 
理 、 法 则 、 公 式 等 为 要 素 的 遥 辑 体系 ， 数 学 思想 、 方 法 隐 含 其 中 ， 
这 一 经 过 归纳 概括 的 逮 辑 体系 掩盖 了 数学 思维 的 真实 过 程 ， 学 生 
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所 看 到 的 只 是 数学 研究 的 结果 。 教 学 实践 表明 ， 让 学 生 自己 独立 
地 从 教材 中 揭露 这 些 思想 、 方 法 是 非常 困难 的 ， 换 句 话说 ， 数 学 
思想 方法 的 掌握 必须 在 教师 的 启发 引导 下 ， 通 过 学 生 的 自主 活动 
才能 实现 。 因此 , 教师 在 课堂 教学 中 为 学 生 安排 恰当 的 教学 情境 ， 
以 暴露 数学 思维 活动 的 真实 过 程 ,使 学 生 能 切实 体验 到 数学 思想 、 
方法 的 意义 和 作用 是 非常 重要 的 。 教 师 应 当 努 力 把 知识 教学 提高 
到 思想 、 方 法 教学 的 层次 水 平 上 ， 要 针对 具体 内 容 研究 设置 教学 
情境 的 方法 ， 以 展示 数学 知识 的 发 生发 展 过 程 ， 反 映 数 学 知识 之 
间 在 数学 思想 、 方 法 上 的 继承 性 和 发 展 性 ， 为 学 生 提 供 一 个 包含 
数学 思想 、 方 法 的 数学 知识 结构 体系 ， 以 利于 学 生 建 立 起 完整 的 
数学 认 知 结构 。 

(二 ) 人 金 面 准确 地 把 握 学 生 的 现 有 数学 认 知 结构 

教学 的 一 个 最 重要 的 出 发 点 是 学 生 已 经 知道 了 什么 。 学 生 的 
现 有 数学 认 知 结构 是 启发 式 数学 教学 的 出 发 点 。 

知识 的 学 习 过 程 是 以 文字 或 其 他 符号 表征 的 意义 同学 生 已 有 
认 知 结构 中 的 相关 观念 包括 表象 、 概 念 和 命题 ) 相 联系 并 产生 
相互 作用 以 后 ， 转 化 为 个 体 意义 的 过 程 。 学 会 知识 的 含义 是 习 得 
“符号 表征 的 意义 ”。 由 于 不 同学 生 的 已 有 认 知 结构 各 不 相同 ， 因 
此 ,同样 的 知识 一 一 它 是 被 人 类 所 普遍 承认 和 接受 的 、 具 有 统一 
定义 的 成 果 ， 不 同学 生 对 它 的 理解 深度 和 广度 是 不 一 样 的 。 如 果 
把 学 生 习 得 的 意义 称 为 心理 意义 ， 把 知识 所 反映 的 人 类 共同 认识 
的 结果 称 为 逻辑 意义 ， 那 么 ， 知 识 学 习 过 程 就 是 知识 的 逻辑 意义 
与 学 生 已 有 认 知 结构 中 的 相应 观念 相互 作用 ， 从 而 产生 心理 意义 
的 过 程 。 

数学 知识 的 学 习 是 以 有 意义 接受 学 习 为 主 、 辅 之 以 发 现 学 习 
的 过 程 。 在 接受 学 习 中 ， 所 学 的 内 容 是 以 确定 的 方式 呈现 给 学 生 
的 ， 完 成 学 习 任务 并 不 需要 学 生 的 独立 发 现 。 学 生 只 要 将 相应 的 
数学 知识 内 化 到 已 有 数学 认 知 结构 中 ， 以 便 这 些 知识 在 今后 的 学 
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习 中 发 挥 作 用 。 这 里 所 说 的 内 化 是 指 新 的 数学 知识 与 学 生 已 有 数 
学 认 知 结构 经 过 相互 作用 而 产生 心理 意义 的 过 程 ,在 发 现 学 习 中 ， 
学 生 必须 首先 独立 发 现 要 学 习 的 主要 内 容 ， 然 后 才能 对 相应 的 内 
容 进行 内 化 。 因 此 ， 发 现 学 习 的 第 一 阶段 有 一 个 与 接受 学 习 完全 
不 同 的 过 程 。 

心理 学 家 认为 ， 有 意义 学 习 的 心理 机 制 是 同化 ， 产 生 有 意义 
学 习 的 条 件 ， 第 一 是 所 学 习 的 材料 本 身 有 逻辑 意义 ， 第 二 是 学 习 
者 要 具备 有 意义 学 习 的 心 向 ， 第 三 是 学 习 者 认 知 结构 中 要 具有 可 
以 用 来 同化 新 观念 的 相关 观念 ， 以 便 使 新 观念 与 已 有 认 知 结构 建 
立 起 非 人 为 的 、 实 质 性 的 联系 。 其中， 学 生 已 有 认 知 结构 的 实质 
内 容 和 它 的 组 织 特点 是 影响 新 的 有 意义 学 习 的 最 重要 条 件 . 因 此 ， 
数学 教学 中 ， 了 解 学 生 现 有 数学 认 知 结构 的 状况 是 教师 的 一 项 非 
常 重要 的 工作 。 

了 解 学 生 现 有 认 知 结构 的 状况 ， 有 以 下 工作 要 做 : 

《1) 了 解 学 生 现 有 数学 认 知 结构 中 是 否 具有 足够 的 、 学 习 新 
材料 所 需要 的 相关 观念 ， 没 有 的 要 补充 ， 学 过 但 可 能 遗忘 的 要 复 
习 。 值 得 强调 的 是 ， 教 师 应 该 重视 了 解 学 生 习 得 的 日 常 概念 和 非 
正规 学 习 概念 , 因为 学 生 往往 利用 这 些 概念 来 理解 新 概念 。 例如 ， 
学 习 “ 垂 直 ” 这 一 概念 ， 由 于 爱 “ 与 地 面 垂直 ”这 一 日 常 概念 的 
影响 , 学 生 往往 认为 “| ”是 垂直 关系 , 而 “ ”与 “入 ”都 不 
是 垂直 关系 。 日 常 概念 和 非 正规 学 习 概 念 与 教学 内 容 一 致 时 可 以 
利用 ， 不 一 致 时 应 该 纠正 。 

(2) 了 解 学 生 是 否 具备 有 关 的 操作 方式 。 操作 方式 不 具备 , 只 
有 一 些 不 能 建立 起 相互 联系 的 数学 知识 要 素 ， 也 不 能 用 来 同化 新 
知识 。 因此， 教师 在 检查 学 生 的 认 知 结构 时 ， 最 好 采用 “…… 为 
什么 ?” 的 问题 来 提问 (或 道 过 解答 有 关 数 学 题 ), 而 不 要 用 “…… 
是 什么 ?” 或 “什么 叫 ……?” 之 类 的 方式 提问。 

(3) 分 析 新 材料 与 已 有 数学 认 知 结构 中 相关 观念 间 的 关系 ,这 
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是 非常 重要 的 ， 因 为 关系 不 同 ， 其 同化 模式 也 不 同 ， 而 教师 必须 
根据 不 同 的 同化 模式 采取 不 同 的 教学 策略 。 

新 的 学 习 材料 与 学 生 已 有 数学 认 知 结构 之 间 可 以 构成 下 列 几 
种 关系 : 

(A) 下 位 关系 。 当 新 学 习 的 知识 从 属于 学 生 数学 认 知 结构 中 
已 有 的 、 包 容 范 围 较 广 的 知识 时 ， 构 成 下 位 关系 。 这 是 新 知识 与 
学 生 已 有 认 知 结构 之 间 的 一 种 最 为 普遍 的 关系 。 下 位 关系 又 可 以 
分 为 派生 下 位 关系 和 相关 下 位 关系 。 

知识 的 派生 下 位 关系 是 指 新 的 知识 仅仅 是 学 生 已 有 的 、 包 容 
范围 较 广 的 知识 的 一 个 例证 ,或 是 能 从 已 有 命题 中 直接 派生 出 来 。 
显然 ， 这 种 新 知识 的 本 质 属性 与 已 有 知识 的 本 质 属性 是 一 致 的 。 

相应 于 派生 下 位 关系 ,出 现 派生 下 4 
位 学 习 ， 其 一 般 模 式 如 图 1. 2. 1。 其中， “| 
CI G2» 3s … 表 示 已 有 知识 ， Qs 表示 要 7 “ \ 
学 习 的 新 知识 。 例 如, 当 学生 学 习 了 “不 和 4 4 4 
在 同一 直线 上 的 三 个 点 确定 一 个 平面 ” 图 1.2.1 
这 一 公理 以 后 ,接着 学 习 “ 两 条 相交 直线 
确定 一 个 平面 "、“ 一 条 直线 和 直线 外 的 一 个 点 确定 一 个 平面 ”和 
“两 条 平行 直线 确定 一 个 平面 ”等 三 条 推论 ， 就 属 派生 下 位 学 习 。 
这 些 推论 可 以 直接 从 公理 和 学 生 已 掌握 的 平面 几何 知识 派生 出 
来 , 因此， 学 习 起 来 比较 容易 。 一般 的 ， 作 为 推论 ， 与 已 有 公理 、 
定理 、 公 式 等 都 构成 派生 下 位 关系 。 

在 派生 下 位 关系 知识 的 教学 中 ， 教 学 目的 是 使 学 生 获 得 a,， 
从 认 知 因素 看 ,学习 的 内 部 条 件 是 学 生 已 经 具备 同化 a, 的 上 位 观 
念 4 (4 是 概括 了 a,，a:， a3，… 以 后 获得 的 ), 并 且 4 本 身 是 牢 
固 而 清晰 的 。 例 如 ， 高 中 《代数 》 中 三 角 函 数 这 一 章 的 内 容 ， 先 
让 学 生 学 习 三 角 函 数 的 定义 ， 然 后 再 根据 定义 推导 出 同 角 三 角 函 
数 的 基本 关系 式 、 各 三 角 函 数 的 诱导 公式 等 ， 就 属于 派生 下 位 学 
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习 ， 而 在 获得 两 角 和 的 余弦 公式 以 后 ， 再 学 习 两 角 差 的 余弦 以 及 
两 角 和 与 两 角 差 的 正弦 、 正 切 、 各 三 角 函 数 的 倍 角 公式 和 半角 公 
式 等 ， 也 属于 派生 下 位 学 习 。 所 以 ， 教 学 中 ， 教 师 首先 要 使 学 生 
建立 起 牢 国 、 清 晰 的 三 角 函 数 的 有 关 观 念 ， 然 后 启发 学 生 “ 举 一 
反 三 ”， 因 为 这 时 的 “一 ”( 三 角 函 数 的 有 关 观 念 ) 是 上 位 的 ， 具 
有 概括 性 、 包 容 性 和 广泛 的 迁移 性 。 当 然 ， 从 这 一 同化 模式 中 我 
们 应 该 注意 到 ,要 “举一反三 ”必须 先 “ 举 三 反 一 ”， 要 让 学 生 有 
机 会 独立 自主 地 抽象 下 位 观念 a, a:, as,… 的 共同 特征 , 并 概括 
到 上 位 观念 4 中 去 。 而 在 学 习 新 知识 a 时 , 又 要 引导 学 生 回 到 上 
位 观念 4 当中 去 ， 从 而 强化 上 们 观念， 使 其 更 加 清晰 、 牢 男 。 所 
谓 的 在 知识 学 习 中 要 “经 常 地 回 到 定义 去 "， 就 是 这 个 意思 。 
知识 的 相关 下 位 关系 是 指 新 的 知识 是 学 生 已 有 知识 的 扩展 、 
修正 或 限定 , 并 使 已 有 知识 得 到 精确 化 。 x 
从 惧 辑 的 角度 来 说 ， 这 时 的 新 知识 的 内 1 
涵 包 含 了 已 有 知识 的 内 涵 , 相应 的 ,新 知 。 八 
识 的 外 莲 是 已 有 知识 的 外 延 的 子 集 . 相 了 由 六 
应 于 这 种 关系 , 出 现 相关 下 位 学 习 , 其 一 
般 模式 如 图 1. 2. 2, 其 中 , 和 以 及 D7,T， 
多，… 代 表 已 有 知识 ,了 表示 要 学 习 的 新 知识 。 例 如 ， 学 生 已 知 
“三 角形 ”这 个 概念 的 意义 , 通过 “有 两 条 边 相 等 的 三 角形 叫 等 采 
三 角形 ” 来 界定 等 腰 三 角形 。 这 时 ， 通 过 对 “三 角形 * 予以 限定 ， 
产生 了 “等 腰 三 角形 ”这 一 概念 。 再 如 ， 学 生 在 掌握 “函数 ”的 
一 般 定 义 、 性 质 以 后 ， 学 习 具 体 的 函数 ; 宕 函数 、 指 数 函 数 、 对 
数 函 数 、 三 角 函 数 等 。 已 有 的 “一 般 化 的 ) 画 数 知识 是 上 位 的 , 具 
体 的 函数 是 下 位 的 .具体 的 函数 不 能 从 已 有 函数 知识 中 派生 出 来 ， 
但 是 两 者 之 间 存 在 着 烷 属 关系 。 这 种 新 旧 知 识 相互 作用 的 结果 是 
已 有 上 位 观念 发 生 部 分 质变 ， 学 生 通 过 区 分 新 旧 知 识 的 异同 而 理 
解 新 知识 :一 般 化 的 函数 知识 指导 学 生 去 讨论 具体 的 函数 性 质 ,而 
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图 1.2.2 


具体 函数 的 学 习 不 但 加 深 了 对 函数 概念 的 理解 ， 而 且 也 扩充 了 函 
数 的 内 容 。 

从 上 述 两 种 下 位 关系 的 模式 中 可 以 看 到 ， 这 时 的 内 部 学 习 条 
件 是 学 生 认 知 结构 中 具有 相应 的 上 位 观念 和 一 定 的 干 位 知识 〈 作 
为 学 习 新 知识 的 一 种 具体 经 验 ), 外 部 条 件 是 教科 书 或 教师 呈现 的 
新 知识 。 学 习 过 程 主 要 是 区 分 新 上 日 知识 的 异同 。 事 实 上 ， 中 学 数 
学 教材 中 ， 构 成 下 位 关系 的 知识 是 大 量 的 ， 因 此 ， 下 位 学 习 也 是 
非常 普遍 的 〈 比 上 位 学 习 更 加 频繁 ) 。 

〈《B)》 上 位 关系 。 当 要 学 习 的 新 知识 比 已 有 知识 的 概括 程度 更 
高 、 包容 范围 更 广 , 可 以 把 一 系列 4-~ 4 
已 有 知识 包容 其 中 时 ， 新 用 知识 /人 
之 间 便 构成 一 种 上 位 关系 ， 这 时 /1 
的 学 习 就 称 为 上 位 学 习 。 其 一 般 
模式 如 图 1. 2. 3 所 示 。 其 中 ，a， 图 1.2.3 
az， aa … 分 别 表示 下 位 观念 , 可 以 是 一 个 类 别 或 一 条 原理 的 具体 
例子 。 虚 线 上 方 的 字母 4 表示 上 位 观念 ， 可 以 是 一 个 概念 、 一 条 
原理 或 一 个 公式 等 。 左面 的 字母 4 表示 外 部 条 件 ， 可 以 是 书本 上 
的 结论 或 教师 的 概括 。 显 然 ， 这 一 学 习 过 程 是 一 个 从 个 别 到 一 般 
的 过 程 ， 学 生 必 须 通过 分 析 、 综 合 、 抽 象 和 概括 等 思维 过 程 ， 才 
能 获得 新 的 上 位 知识 的 意义 。 学 习 的 内 部 条 件 是 学 生 的 认 知 结构 
中 必须 具备 相应 的 下 位 概念 ,外 部 条 件 是 教师 或 教科 书 所 呈现 的 
结论 或 肥 侯 的 信息 。 例 如 ， 高 中 一 年 级 学 生 学 习 上 映射 概 念 时 ， 教 
科 书 中 先 给 出 一 些 学 生 熟 悉 的 对 应 关系 的 实例 (如 图 1. 2, 4), 并 
具体 闲 述 各 个 对 应 的 特点 。 在 此 基础 上 ， 要 求学 生 观 察 图 1. 2. 4 
《2)，(3》，《4)， 并 抽象 出 它们 的 共同 特征 。 一 旦 学 生 获得 了 这 一 
共同 特征 ， 那 么 ， 学 生 也 就 获得 了 喘 射 的 定义 。 显 然 ， 在 上 位 学 
习 过 程 中 , 关键 是 从 下 位 观念 a, a;， as，… 中 抽象 出 它们 的 共同 
特征 ， 而 这 也 正 是 上 位 学 习 的 难点 所 在 。 例 如 上 例 中 ， 要 抽象 概 
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图 1. 2.4 
括 出 映射 的 特点 : 集合 4 中 的 任意 一 个 元 素 , 在 集合 B 中 都 有 了 唯 
一 的 元 素 与 之 对 应 ， 对 学 生来 说 并 不 是 一 件 容易 的 事情 。 我 们 认 
为 , 在 上 位 学 习 中 , 教师 一 方面 要 设法 唤起 学 生 已 有 的 有 关 观念 ， 
从 学 生 在 日 常生 活 中 建立 的 观念 中 找 出 a1, a,, a;,*…，, 还 要 为 学 
生 提 供 一 些 典 型 的 事例 其 中 应 包括 学 生还 没有 了 解 的 或 重要 但 
容易 被 学 生 忽视 的 例子 ), 作为 同化 4 的 基础 , 需要 注意 的 是 , 所 
举 的 a, as，as，… 在 数量 上 要 恰当 , 要 具有 典型 性 (包括 4 的 各 
种 变 式 )。 同 时 还 应 该 帮助 学 生 分 析 每 一 个 下 位 观念 的 特点 , 通过 
学 生 自 己 对 它们 的 分 析 、 归 纳 、 抽 象 、 概 括 等 思维 活动 ， 教 师 再 
在 概括 的 方向 上 予以 指导 , 让 学 生 从 中 概括 出 4 的 本 质 特征 。 另 
外 , 在 有 条 件 时 , 教师 应 引导 学 生 将 新 获得 的 上 位 观念 4 纳入 到 
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更 上 位 的 观念 中 去 ， 达 到 不 断 分 化 、 综 合 员 通 的 目的 。 例 如 ， 学 
生 建 立 了 不 等 式 的 有 关 观 含 后， 教师 应 该 引导 学 生 将 不 等 式 与 方 
程 《 即 等 式 ， 作 比较 ， 找 到 它们 的 共同 点 都 是 关于 未 知 数 取 什 
情况 的 问题 ), 将 它们 纳入 到 函数 的 观念 中 去 , 使 学 生 认识 到 可 以 
用 函数 来 统帅 不 等 式 、 方 程 的 有 关 观念 ， 同 时 ， 又 要 引导 学 生 比 
较 不 等 式 与 方程 的 不 同 点 ， 发 现 不 等 式 中 符号 问题 的 重要 性 ， 从 
而 既 使 不 等 式 的 有 关 观 念 更 加 清晰 ， 又 使 函数 、 方 程 的 有 关 观念 
得 到 深化 。 

CC) 并 列 结合 关系 。 如 果 新 旧 知 识 之 间 既 不 产生 下 位 关系 ,又 
不 产生 上 位 关系 ,但 新 知识 是 由 已 有 认 知 结 4-B_C _p 
构 中 某 些 观念 的 合理 组 合 而 构成 的 ,那么 新 
旧 知 识 之 间 会 产生 并 列 结合 关系 .这 时 的 学 
习 称 为 并 列 结合 学 习 。 其 一 般 模式 如 图 1. 2. 5 所 示 。 其 中 , 4 表示 
新 知识 , B8, C, DD，… 表 示 学 生 认 知 结构 中 已 有 的 知识 。 例如, 数 
学 中 数 与 形 之 间 的 关系 ,一 般 数 学 思想 方法 与 具体 问题 的 解决 ,就 
常常 表现 为 并 列 结合 关系 。 通 过 并 列 结合 学 习 ， 学 生 能 够 从 狐 似 
无 关 的 两 个 事物 中 发 现 它们 某 些 共同 的 关键 特征 ， 从 而 获得 对 知 
识 的 一 种 全 新 理解 , 有 时 甚至 能 开辟 一 个 新 的 研究 领域 . 因此 ,并 
列 结合 学 习 需 要 学 生 有 较 强 的 创造 力 。 

《三 ) 使 学 生 明 确 学 习 目 标 ， 激 发 他 们 的 学 习 主 动 性 

启发 式 教学 是 完整 的 人 的 教育 ， 其 实质 是 要 发 挥 学 生 的 主体 
作用 ， 启 发 学 生 通 过 自己 积极 主动 的 思维 活动 去 获取 知识 ， 发 展 
思维 能 力 ， 培 养 智力 。 因 此 ， 使 学 生 明确 学 习 目 标 ， 激 发 他 们 的 
学 习 主动 性 ， 使 他 们 主动 地 参与 到 教学 活动 中 来 ， 是 由 启发 式 孝 
学 本 身 所 决定 的 。 

我 们 知道 , 学 生 的 学 习 活 动 也 是 一 种 人 类 认识 活动 , 因此 ,学 
生 的 学 习 必 须 经 过 实 量 这 一 环节 。 从 学 生 掌 握 数 学 概念 的 进程 来 
看 ， 他 们 首先 接触 到 概念 的 定义 ， 色 过 一 定 的 认识 活动 后 “ 确 

53 





图 1. 2.5 


立 ” 起 抽象 性 的 概念 ， 这 里 的 “确立 ”实际 上 只 是 将 概念 记 住 , 在 
头脑 中 留 下 记忆 的 痕迹 ， 而 对 于 概念 所 反映 的 客观 事物 的 各 方面 
性 质 并 没有 把 握 住 。 因 此 ， 学 生 必 须 通过 把 抽象 概念 上 升 到 具体 
概念 的 实践 才能 真正 掌握 概念 .他 们 需要 从 各 个 侧面 去 认识 概念 ， 
把 握 概 念 的 多 样 性 ;在 此 基础 上 ， 他 们 又 必须 寻找 把 多 样 性 统一 
起 来 的 中 间 环 节 ， 从 而 认识 其 统一 性 ， 然 后， 再 将 这 种 已 经 认识 
到 其 丰富 内 涵 的 个 别 概念 纳入 到 概念 系统 中 去 ， 达 到 对 概念 的 理 
性 认识 。 由 此 可 知 ， 学 生 学 习 数 学 概念 ， 每 时 每 刻 都 离 不 开 其 自 
身 的 主动 实践 。 

其 次 , 从 数学 研究 来 看 , 美国 数学 家 、 数 学 教育 家 克 莱 因 M 
指出 ， 研 究 数学 的 动力 ， 一 是 为 了 解决 因 社会 需要 而 直接 提出 的 
问题 , 以 提供 自然 现象 的 合理 结构 , 二 是 为 了 解决 纯 智 力 挑战 , 三 
是 对 美的 追求 (这 是 最 主要 的 动力 ) , 而 获得 这 种 动力 的 唯一 源泉 
就 是 数学 家 们 自身 的 实践 。 由 于 学 生 学 习 数 学 的 过 程 与 数学 家 研 
究 数 学 的 过 程 具有 很 大 程度 的 相似 性 ， 因 此 ， 我 们 可 以 认为 ， 学 
生 学 习 数学 的 动力 只 能 是 他 自己 的 主动 实践 。 

再 次 ， 从 心理 学 角度 来 看 ， 学 生 形成 概括 的 过 程 中 ， 非 常 重 
要 的 一 条 原则 是 知识 和 动作 的 统一 ， 熟 练 记忆 现成 知识 的 过 程 并 
不 能 有 效 地 促进 人 的 发 展 ， 人 的 发 展 只 有 在 个 体 亲 自 参加 获取 知 
识 的 实践 中 进行 独立 自主 的 活动 才能 实现 。 
” 综 上 所 述 ， 学 生 自 身 的 实践 活动 是 学 生 数 学 学 习 的 关键 。 因 
此 ， 教 师 必须 注意 激发 学 生 学 习 的 主动 性 ， 设 法 引导 他 们 “ 卷 
入 ”到 教学 活动 中 来 ， 而 要 做 到 这 一 点 ， 又 必须 使 学 生 明确 数学 
学 习 目 标 。 学 生 知道 自己 的 学 习 进 程 ， 知 道 自己 的 学 习 与 目标 之 
间 的 差距 ， 目 前 的 学 习 哪 些 是 肯定 的 、 哪 些 是 需要 改进 的 ， 等 等 ， 
都 是 他 们 掌握 学 习 主 动 权 的 条 件 。 启 发 式 数学 教学 要 发 挥 学 生 的 
主体 作用 ， 就 必须 使 学 生 对 自己 的 学 习 进 程 “ 心 中 有 数 ”。 

启发 式 教学 不 是 教师 “ 启 ”、 学 生 “ 发 >， 而 是 学 生 自身 积极 
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主动 的 活动 过 程 .这 与 对 启发 式 教学 的 某 些 传统 理解 是 不 同 的 .过 
去 ， 很 多 教师 认为 把 所 教学 的 内 容 分 割 成 一 系列 小 问题 ， 通 过 让 
学 生 回答 这 些 问 题 来 达到 教学 目的 的 做 法 就 是 启发 式 教学 。 在 这 
样 的 教学 中 ， 学 生 虽 然 在 回答 问题 时 也 要 有 些 思 考 ， 但 这 种 回答 
是 不 需要 经 过 太 多 的 努力 就 能 做 到 的 ， 而 且 教 师 设计 的 问题 进程 
与 学 生 的 思维 进程 往往 不 相 吻合 ， 因 此 学 生 只 能 被 劲 地 跟着 提问 
走 ， 他 们 的 思维 活动 并 没有 被 真正 地 激发 起 来 ， 学 生 的 主观 能 动 
性 也 就 得 不 到 真正 的 发 挥 。 显 然 ， 这 样 的 教学 与 启发 式 的 本 质 涵 
义 是 相去 甚 远 的 。 

事实 上 ， 启 发 式 思 想 指 导 下 的 数学 课堂 教学 是 教师 与 学 生 共 
同 参 与 、 相 互 作 用 、 创 造 性 地 实现 教学 目标 的 过 程 ， 这 一 过 程 本 
身 是 具有 生成 新 因素 的 能 力 的 。 在 启发 式 教学 思想 指导 下 设计 的 
问题 能 够 调动 起 学 生 自己 的 经 验 、 意 向 和 创造 力 ， 通 过 发 现 、 选 
择 或 重组 等 多 种 过 程 形成 答案 。 这 与 前 面 的 问题 设计 目的 是 完全 
不 同 的 ; 前 者 的 教师 是 “木偶 的 操纵 者 ”, 学 生 按照 规定 的 路 线 走 ， 
后 者 则 表现 出 教师 重视 学 生 主动 获取 、, 形 成 发 现 知识 的 过 程 , 这 
是 一 个 真正 关注 人 的 发 展 的 教学 设计 ， 它 肥 能 充分 体现 教师 的 创 
造 性 ， 又 能 为 学 生 在 教学 过 程 中 发 挥 创造 性 提供 条 件 ， 它 注意 到 
学 生 之 间 的 个 体 差异 (包括 认 知 的 和 非 认 知 的 ), 能 够 为 每 个 学 生 
提供 主动 积极 活动 的 保证 ， 它 能 够 促使 课堂 中 多 方向 、 多 类 型 的 
信息 交流 ， 并 能 使 学 生 对 自己 的 学 习 进 程 有 明确 的 自我 意识 ， 对 
学 习 过 程 进行 积极 的 自我 调控 ; 它 能 形成 师 生 之 间 及 时 的 信息 反 
馈 。 总 之 ， 启 发 式 数学 教学 能 够 使 教师 根据 教学 进程 中 的 具体 情 
况 采 到 灵活 的 行动 ， 使 学 生 创 造 性 地 进行 学 习 ， 发 慷 他 们 的 创造 
能 力 。 

《四 ) 为 学 生 提 供 思 维 策略 的 指导 

数学 教学 是 学 生 在 教师 的 指导 下 ,通过 自己 的 数学 思维 活动 ， 
学 习 数 学 家 思维 活动 的 成 果 ,发 展 数学 思维 能 力 和 创造 力 的 过 程 。 
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数学 家 的 思维 活动 蕴涵 在 数学 知识 内 、 渗 透 在 教材 中 ， 学 生 通 过 
自己 的 思维 活动 去 领悟 这 些 数 学 家 的 思维 活动 。 教 学 过 程 中 ， 教 
师 要 启发 学 生 主动 的 思维 活动 ， 就 必须 分 析 教 材 所 副 涵 的 数学 家 
的 思维 活动 过 程 ， 把 握 学 生 的 思维 活动 过 程 ， 以 此 为 根据 ， 安 排 
适当 的 教学 情境 ， 激 起 这 两 个 过 程 的 矛盾 冲突 ， 教 师 通过 思维 策 
赂 的 指导 来 调控 和 引导 学 生 的 思维 活动 进程 ， 帮 助 学生 解决 思维 
矛盾 冲突 , 总 结 思维 规律 、 方 法 和 技巧 , 达到 学 习 目的 。 因此, 教 
师 对 学 生 进行 思维 策略 的 指导 是 启发 式 数 学 教学 的 核心 关键 。 

有 关 研 究 表明 ， 数 学 思维 策略 与 数学 的 基本 思想 方法 是 相互 
对 应 、 相 互联 系 的 。 因 此， 数学 思维 策略 的 指导 可 以 从 数学 基本 
思想 方法 的 传授 和 指导 入 手 。 例 如 ， 教 师 可 以 在 以 下 几 个 方面 进 
行 指导 ， 

(1) 特殊 化 归 为 一 般 ， 由 于 事物 的 一 般 性 是 概括 了 事物 的 特 
殊 性 以 后 获得 的 ， 因而， 通过 对 一 般 情 形 的 研究 而 去 处 理 特殊 情 
形 的 思考 方法 是 可 行 的 。 例如， 把 证 明 不 等 式 的 问题 化 归 为 考察 
函数 的 性 质 ; 解析 几何 中 ， 借 助 于 曲线 系 方程 来 确定 符合 某 种 条 
件 的 曲线 方程 等 ， 都 是 这 种 思维 策略 的 体现 。 

(2) 一 般 化 归 为 特殊 : 由 于 一 般 性 元 于 特殊 性 之 中 ， 并 且 特 
殊 的 事物 往往 显得 简单 、 直 观 和 具体 , 因此 通过 分 析 几 个 特例 , 从 
中 寻求 规律 而 得 出 一 般 的 思考 方法 也 是 可 行 的 。 例 如 ， 多 元 问题 
化 归 为 一 元 问题 ; 空间 问题 化 归 为 平面 问题 ;“ 任 意 角 ”问题 化 归 
为 “锐角 ”问题 ， 等 等 。 这 些 都 是 这 种 思维 策略 的 体现 。 

《3) 应 用 “关系 映射 反 演 原则 ”， 这 一 原则 的 内 洱 非 常 丰 富 ， 
它 可 以 概括 初等 数学 的 许多 方法 和 技巧 ,例如 函数 法 , 解析 法 、 向 
量 法 、 待 定 系数 法 、 换 元 法 、 参 数 法 等 ， 这 些 都 可 以 理解 为 这 一 
原则 的 运用 。 

(4) 对 问题 作 分 解 组 合 : 通过 分 解 ， 可 以 认 清 待 处 理 问 题 内 
部 的 各 种 制约 关系 ， 由 这 种 关系 所 提供 的 线索 可 以 找到 解决 问题 
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的 方法 ; 通过 分 解 ， 可 以 搞 清 问题 的 外 延 ， 找 到 解决 问题 的 突破 
口 ， 通 过 组 合 ， 既 可 以 使 问题 获得 最 后 解决 ， 又 可 以 使 我 们 对 已 
解决 的 问题 的 关系 结构 进行 重新 搭配 ,从 而 加 深 对 问题 的 认识 ,有 
时 还 有 可 能 获得 新 的 问题 或 新 的 解 题 思 路 。 

学 生 通 过 对 思想 方法 的 反复 学 习 和 领悟 ， 对 数学 思想 方法 的 
认识 不 断 提高 ， 可 以 逐渐 内 化 为 自己 的 行动 方式 ， 这 时 就 可 以 使 
他 们 对 自己 的 学 习 过 程 、 解 决 问题 的 过 程 以 及 解 题 时 所 采用 的 数 
学 方法 的 合理 性 等 进行 自觉 的 、 及 时 的 调控 。 一 旦 学 生 的 数学 思 
想 方 法 具备 了 这 样 的 水 平 ， 我 们 就 可 以 说 学 生 的 思考 达到 了 策略 
水 平 。 因 此 ， 思 维 策略 的 指导 是 数学 教学 中 发 挥 学 生 学 习 的 主观 
能 动 性 的 重要 保证 ， 而 促使 学 生 把 思考 提高 到 策略 水 平 ， 有 助 于 
提高 学 生 的 数学 思维 品质 , 使 学 习 具 有 更 加 广泛 的 迁移 性 。 所 以 ， 
在 数学 教学 中 ,教师 应 该 通过 对 解 块 问题 的 具体 思路 和 方法 的 指 
导 ， 帮 助 学 生 在 实践 的 基础 上 总 结 规律 ， 以 形成 数学 思维 策略 。 


第 三 节 ”建构 主义 及 其 对 数学 教育 的 影响 


一 ”建构 主义 简介 


当今 , 教育 心理 学 领域 “正在 发 生 着 一 场 革命 ”, 其 标志 是 建 
构 主 义学 习 理论 的 兴起 和 得 到 普遍 重视 。 
在 心理 学 的 发 展 史 上 ， 行为 主义 者 的 刺激 一 一 反应 学 习 理 论 
曾 长 期 占据 统治 地 位 。 他 们 把 环境 看 作 刺 激 ， 把 伴随 刺激 的 有 机 
体 行为 看 作 反应 ， 认 为 学 习 者 的 行为 是 他 们 对 环境 刺激 所 作出 的 
反应 , 所 有 行为 都 是 习 得 的 。 他 们 强调 及 时 强化 在 学 习 中 的 价值 ， 
认为 学 习 就 是 通过 强化 建立 刺激 与 反应 之 间 的 联结 。 显 然 ， 行 为 
主义 者 对 学 生 在 学 习 过 程 中 的 理解 和 心理 过 程 是 不 重视 的 。 
与 行为 主义 者 相反 ， 认 知心 理学 家 认为 不 是 环境 引起 个 体 的 
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行为 反应 ， 而 是 个 体 作 用 于 环境 。 环 境 只 是 提供 潜在 的 刺激 ， 而 
这 些 刺 激 能 否 受到 注意 或 被 加 工 , 则 取决 于 个 体内 部 的 心理 结构 。 
因此 ， 原 有 认 知 结构 始终 是 影响 当前 学 习 的 最 重要 因素 。 

建构 主义 是 认 知 主义 的 进一步 发 展 。 皮 亚 杰 可 以 看 成 是 建构 
主义 在 现代 的 直接 先驱 ， 他 的 认识 论 可 以 被 称 为 建构 主义 的 。 他 
认为 ， 知 识 既 不 是 客观 的 ， 也 不 是 主观 的 ， 而 是 个 体 在 与 环境 相 
互 作用 的 过 程 中 逐渐 建构 的 结果 。 相 应 的 , 认识 既 不 起 源 于 主体 ， 
也 不 起 源 于 客体 ， 而 是 起 源 于 主客 体 之 间 的 相互 作用 。 通 常 , 个 
体 在 过 到 新 刺激 时 ， 总 是 试图 用 原 有 的 认 知 结构 去 同化 它 ， 以 求 
达到 暂时 的 平衡 ， 同 化 不 成 劝 时 ， 个 体 则 采取 顺应 的 方法 ， 即 通 
过 调节 原 有 认 知 结构 或 新 建 认 知 结构 ， 来 得 到 新 的 平衡 。 同 化 与 
顺应 之 间 的 平衡 ， 也 就 是 认识 上 的 适应 ， 也 就 是 人 类 智 右 的 实质 
所 在 。 平 衡 过 程 调节 个 体 与 环境 之 间 的 相互 作用 ， 从 而 引起 认 知 
结构 的 一 种 新 建构 。 

皮 亚 杰 在 50 年 代 就 已 提出 的 建构 思想 并 未 受到 重视 .只 是 在 
70 年 我 末 , 行为 主义 心理 学 的 主导 地 位 被 认 知心 理学 所 取代 , 建 
构 主 义 思想 才 得 到 重视 并 有 了 迅速 的 发 展 。 而 这 其 中 ， 前 苏联 心 
理学 家 维 果 斯 基 为 首 的 社会 文化 历史 学 派 的 观点 在 美国 受到 重 
视 ， 对 建构 主义 的 发 展 起 到 了 极 大 的 推动 作用 。 维 果 斯 基 强调 活 
动 和 社会 交往 在 人 的 高 级 心理 机 能 发 展 中 的 作用 ， 认 为 高 级 心理 
机 能 来 源 于 外 部 动作 的 内 化 ,这 种 内 化 可 以 通过 教学 、 日 常生 活 、 
游戏 和 劳动 等 各 种 活动 来 实现 。 另 外 ， 内 在 智力 动作 也 外 化 为 实 
际 动作 , 而 内 化 与 外 化 的 桥梁 则 是 人 的 活动 。 当今 建构 主义 认为 ， 
认识 不 是 主体 对 于 客观 实在 的 简单 、 被 动 的 反映 ， 而 是 主体 以 自 
己 己 有 知识 经 验 为 依托 所 进行 的 积极 主动 的 建构 过 程 。 由 于 个 体 
的 经 验 以 及 对 经 验 的 信念 不 同 ， 因 而 每 个 人 都 有 自己 对 世界 的 独 
特 理解 。 

建构 主义 重视 已 有 知识 经 验 、 心 理 结构 的 作用 ， 强 调 学 习 的 
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主动 性 、 社会 性 和 情景 性 , 对 学 习 和 教学 提出 了 许多 新 颖 的 观点 。 
二 建构 主义 的 学 习 观 


当今 建构 主义 学 习 观 是 皮 亚 杰 和 布 鲁 纳 的 学 习 观 的 进一步 发 
展 。 
皮 亚 杰 认 为 ， 学 习 是 一 种 能 动 的 建构 过 程 。 在 他 看 来 ， 学 习 
并 不 是 个 体积 累 越 来 越 多 的 外 部 信息 ， 而 是 学 到 越 来 越 多 的 有 关 
他 们 认识 事物 的 程序 ， 即 建构 了 新 的 认 知 结构 。 这 种 新 的 认 知 结 
构 不 仅 是 原 有 认 知 结构 的 延续 ,而 且 是 原 有 认 知 结构 的 改造 和 重 
组 。 在 学 习 过 程 中 ， 已 有 认 知 结构 和 主体 对 建构 过 程 的 积极 参与 
非常 重要 。 布 鲁 纳 认为 ,学 习 包 括 三 个 几乎 同时 发 生 的 过 程 
(1) 习 得 新 信息 一 这 种 新 信息 常常 是 已 有 信息 的 替代 或 提炼 ， 
(2) 转换 一 一 这 是 一 种 处 理 知识 以 便 使 其 适应 新 任务 的 过 程 。 个 
体 可 以 通过 外 推 、 内 播 、 变 换 等 方法 ， 把 知识 整理 成 另 一 种 形式 ， 
以 便 超 越 所 给 予 的 信息 ; 〈3》 评价 一 一 检查 处 理 信息 的 方法 是 否 
适合 于 当前 任务 。 他 指出 ， 学 生 不 是 被 动 的 知识 接受 者 ， 而 是 主 
动 的 信息 加 工 者 。 为 了 促进 学 生 的 学 习 ， 提 供 信息 是 必要 的 ， 但 
是 掌握 这 些 信息 本 身 并 不 是 学 习 的 目的 ， 学 习 应 该 超越 所 给 的 信 
息 。 布 鲁 纳 认 为 ， 学 习 的 目的 是 要 掌握 学 科 的 结构 ， 而 不 是 现成 
的 正确 答案 ， 因 此 ， 学 生 学 习 的 过 程 ， 即 学 生 的 思考 过 程 或 认 知 
结构 的 重组 过 程 是 应 当 给 予 充 分 关注 的 。 学 生 在 掌握 学 科 的 基本 
结构 的 同时 ， 还 应 掌握 学 习 该 学 科 的 基本 方法 ， 其 中 发 现 方法 和 
态度 是 最 为 重要 的 。 

当今 建构 主义 者 发 展 了 皮 亚 杰 、 布 鲁 纳 的 观点 ， 认 为 ， 

(一 ) 学 习 是 学 习 者 主动 地 建构 内 部 心理 表征 的 过 程 

与 皮 亚 杰 、 布 鲁 纳 等 一 样 ， 建 构 主 义 者 十 分 重视 学 习 者 在 学 
习 过 程 中 的 主观 能 动 性 作用 ， 认 为 人 脑 并 不 是 被 动 地 接受 和 记录 
输入 的 信息 ， 而 是 主动 地 建构 对 信息 的 理解 ， 学 习 者 以 已 有 认 知 
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结构 《包括 已 有 的 知识 经 验 、 认 知 策略 、 认 知 方式 等 ) 为 基础 ,对 
信息 进行 主动 选择 、 推 理 、 判 断 ， 从 而 建构 起 关于 事物 及 其 过 程 
的 表征 。 当 今 建构 主义 者 特别 强调 了 在 具体 情景 中 形成 的 具体 经 
验 背景 的 作用 ， 有 少数 人 甚至 走向 极端 ， 否 定 概念 的 抽象 与 概括 
的 作用 。 

(二 ) 学 习 过 程 是 一 个 双向 建构 的 活动 过 程 

与 皮 亚 杰 、 布 鲁 纳 的 理论 一 致 ， 作 为 建构 主义 一 支 的 “ 认 知 
灵活 性 理论 ”认为 ， 建 构 有 两 方面 含义 : 第 一 ， 对 新 信息 的 理解 
是 借助 已 有 经 验 ， 超 越 所 提供 的 新 信息 而 建构 的 ; 第 二 ， 从 已 有 
认 知 结构 中 提取 的 相关 信息 也 要 按 具 体 情况 进行 建构 ， 而 不 是 单 
纯 的 提取 。 不 过 ， 当 今 建构 主义 者 更 加 强调 改造 和 重组 已 有 知识 
经 验 这 一 建构 ， 他 们 认为 ， 已 有 认 知 结构 应 该 具有 开放 性 ， 对 概 
念 的 理解 应 有 丰富 的 经 验 背 景 作 支撑 ， 这 样 ， 当 人 面临 新 情景 时 
才能 超越 新 信息 ， 获 得 对 新 信息 的 创造 性 理解 。 

(三 ) 学 习 者 已 有 发 展 水 平 是 学 习 的 决定 因素 

皮 亚 杰 认 为 ， 学 习 从 属于 发 展 ， 同 样 的 学 习 情景 对 不 同 发 展 
阶段 的 人 会 产生 不 同 的 效果 。 在 此 基础 上 ， 当 今 建构 主义 者 进 一 
步 指出 ,处 于 同样 发 展 水 平 的 人 对 同一 事物 的 理解 也 是 不 同 的 . 事 
物 的 意义 不 能 独立 于 主体 而 存在 ， 必 须 通过 主体 的 主动 建构 才能 
获得 理解 ， 因 而 ， 不 同 的 人 看 到 的 是 事物 的 不 同方 面 ， 不 存在 对 
事物 的 唯一 标准 的 理解 。 所 以 ， 学 习 者 已 有 发 展 水 平 〈 包 括 认 知 
的 与 非 认 知 的 ) 是 学 习 的 决定 因素 。 


三 ”建构 主义 的 教学 观 


基于 对 学 习 的 上 述 理解 ， 当 今 建构 主义 者 提出 了 一 系列 新 的 
教学 思想 。 

(一) 认 知 灵活 性 理论 和 随机 通达 教学 

这 一 理论 既 反 对 让 学 生 被 动 接受 知识 ， 强 调 要 留 给 学 生 广 阔 
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的 建构 空间 ， 同 时 又 强调 概念 的 重要 性 ， 认 为 概念 是 提供 建构 理 
解 的 必 备 基础 。 

这 一 理论 认为 , 学 习 可 以 分 为 两 类 : 初级 学 习 和 高 级 学 习 。 初 
级 学 习 中 ,教师 只 要 求学 生 通过 练习 和 反馈 而 掌握 一 些 重要 的 概 
念 和 事实 ; 高 级 学 习 则 要 求学 生 把 握 概 念 的 复杂 性 ， 能 根据 具体 
情况 ， 改 造 和 重组 自己 的 知识 经 验 ， 并 用 于 建构 问题 解决 的 图 式 
《这 一 建构 过 程 往往 要 通过 多 个 概念 以 及 大 量 经 验 背 景 的 共同 作 
用 才能 实现 )。 

传统 教学 混淆 了 高 级 学 习 与 初级 学 习 之 间 的 界限 ， 将 初级 学 
习 阶 段 的 教学 策略 不 合理 地 推 向 高 级 学 习 阶段 的 教学 中 ， 使 教学 
过 于 简单 化 。 例如, 将 事物 从 复杂 的 背景 中 隔离 出 来 进行 学 习 , 和 忽 
视 具体 条 件 限 制 ;将 连续 的 过 程 简 单 地 当成 一 个 个 阶段 来 处 理 ; 将 
整体 分 割 为 部 分 ， 忽 视 各 部 分 之 间 的 联系 性 等 。 这 种 简单 化 处 理 
正 是 妨碍 学 习 在 具体 情景 中 广泛 而 灵活 迁移 的 主要 原因 。 

基于 对 高 级 学 习 的 理解 ， 建 构 主义 者 提出 了 “随机 通达 教 
学 ”, 认为 对 同一 内 容 的 学 习 要 在 不 同时 间 多 次 进行 , 每 次 的 情景 
都 是 经 过 改组 的 ,分 别针 对 知识 的 不 同 侧面 ， 情 景 中 要 包括 充分 
的 变 式 ， 使 概念 与 具体 情景 相 联 系 。 这 样 ， 在 每 一 次 教学 中 学 生 
都 能 获得 对 知识 的 新 的 理解 ， 从 而 使 学 生 对 概念 形成 多 角度 的 理 
解 ， 并 与 具体 情景 联系 起 来 ， 形 成 背景 性 经 验 。 显然 ， 这 一 思想 
与 皮 亚 杰 的 “认识 的 螺旋 ”及 布 鲁 纳 的 训练 多 样 性 思想 是 一 致 的 。 

(二 ) 自 上 而 下 的 教学 设计 及 知识 结构 的 网 络 概念 

传统 的 教学 常常 采用 “ 自 下 而 上 ”的 教学 设计 。 这 种 教学 从 
基本 知识 技能 出 发 , 按 知识 的 层次 结构 ,从 低级 到 高 级 逐渐 展开 。 
当今 建构 主义 者 认为 ,这 种 教学 设计 是 使 教学 过 于 简单 化 的 根源 。 
他 们 提出 了 “ 自 上 而 下 ”的 教学 设计 路 线 ， 即 教师 首先 提出 整体 
性 学 习 任 务 ， 选 择 与 学 生生 活 经 验 有 关 的 真实 问题 ， 并 提供 理解 
和 解决 问题 的 相应 工具 ; 学 生 则 要 自己 尝试 着 将 整体 任务 分 解 为 
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子 任务 ， 自 己 发 现 完成 各 级 任务 所 需 的 相应 知识 技能 ， 并 通过 自 
己 的 思考 或 小 组 探讨 ， 在 掌握 这 些 知识 技能 的 基础 上 ， 使 问题 得 
到 解决 ， 完 成 学 习 任务 。 

另外 ， 有 的 建构 主义 者 认为 ， 知 识 是 围绕 着 关键 概念 的 一 种 
网 络 结构 ， 它 包括 事实 、 概 念 、 原 理 以 及 有 关 的 条 件 知识 、 过 程 
知识 、 观 念 思想 等 。 学 习 可 以 从 网 络 的 任何 部 分 开始 ， 即 教师 既 
可 以 让 学 生 从 解决 一 个 实际 问题 而 开始 学 习 ， 又 可 以 从 引导 学 生 
理解 某 一 概念 或 原理 而 进入 学 习 。 教 学 不 必要 组 成 严格 的 直线 型 
层次 。 

《三 ) 情景 性 教学 

与 强调 具体 情景 中 形成 的 具体 经 验 背景 的 作用 相 适 应 ， 建 构 
主义 者 认为 ， 学 习 应 在 与 现实 情景 相 类 似 的 情景 中 发 生 ， 教 学 目 
标 是 解决 学 生 在 现实 生活 中 遇 到 的 问题 ， 学 习 内 容 要 选择 真实 性 
任务 ， 并 且 不 能 对 其 作 简 单 化 处 理 。 由 于 具体 问题 的 解决 往往 涉 
及 多 个 学 科 ， 因 此 ， 他 们 主张 弱化 学 科 界限 ， 强 化 学 科 交叉 。 教 
学 过 程 中 ， 教 师 在 课堂 上 展示 与 实际 的 问题 解决 相 类 似 的 探索 过 
程 ， 提 供 解决 问题 的 原型 ， 指 导 学 生 开展 探索 活动 。 另 外 ， 这 种 
教学 不 需要 独立 于 教学 过 程 的 测验 ， 因 为 解决 具体 问题 本 身 就 已 
经 反映 了 学 习 效果 。 

(四 ) 支架 式 教学 

为 了 处 理 好 接受 学 习 与 发 现 学 习 的 关系 ， 建 构 主义 者 借用 建 
筑 行业 的 肚 手 架 概念 形象 地 提出 了 支架 式 教学 这 一 教学 模式 ， 教 
师 先 为 学 生 的 学 习 搭建 支架 《教师 对 教学 过 程 的 管理 、 调 控 ), 使 
学 生 掌 握 、 建 构 和 内 化 所 学 的 知识 ; 然后 逐渐 撤去 支架 ， 把 管理 
调控 学 习 的 任务 转移 给 学 生 , 直至 最 后 让 学 生 独 立 学 习 。 显然 , 这 
种 教学 与 指导 发 现 法 教学 相 类 似 ， 但 它 同时 又 强调 了 教师 指导 成 
分 的 逐渐 减少 ， 强 调教 学 中 教师 与 学 生 的 地 位 的 动态 性 。 

另外 ， 当 今 建构 主义 者 还 十 分 重视 教师 与 学 生 、 学 生 与 学 生 
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之 间 的 社会 性 相互 作用 。 由 于 每 个 人 的 经 验 背景 不 同 ， 对 同一 事 
物 有 不 同方 面 的 理解 ， 因 此 ， 通 过 合作 与 讨论 ， 可 以 使 学 生 完 善 
对 事物 的 理解 ， 看 清 事物 的 各 个 方面 。 由 于 在 讨论 中 学 生 要 不 断 
对 自己 的 思考 过 程 进行 反思 ,对 各 种 观念 进行 组 织 和 重新 组 织 , 因 
此 有 利于 学 生 的 建构 能 力 的 提高 。 


四 ”对 数学 教育 的 启示 


(一 ) 充分 得 重 学 生 在 教学 中 的 主体 地 位 

关于 学 生 在 教学 中 的 主体 地 位 问题 ， 过 去 的 教学 理论 从 认识 
论 角 度 进行 了 广泛 探讨 。 建 构 主义 理论 为 我 们 理解 这 一 问题 提供 
了 新 的 视角 。 同 一 个 认识 对 象 ， 对 不 同人 可 以 有 不 同 的 理解 ， 甚 
至 对 同一 个 人 也 可 以 有 不 同 理解 ， 这 种 理解 具有 较 强烈 的 个 性 色 
彩 , 从 知识 层次 到 知识 的 各 个 侧面 , 都 存在 着 理解 上 的 差异 性 。 数 
学 学 习 是 学 生 在 已 有 数学 认 知 结构 的 基础 上 的 建构 活动 ， 目 的 是 
要 建构 数学 知识 及 其 过 程 的 表征 ,而 不 是 对 数学 知识 的 直接 翻版 。 
而 数学 认 知 结构 不 是 一 个 孤立 的 系统 ， 它 不 仅 包 括 数学 学 科 方 面 
的 知识 、 经 验 ， 而 且 受 到 生活 经 验 、 其 他 学 科 知 识 经 验 的 直接 影 
响 ( 即 建构 主义 者 所 强调 的 具体 的 、 非 结构 性 知识 的 作用 ), 因此 ， 
在 数学 学 习 中 ， 学 生 会 表现 出 各 种 不 同 的 特点 ， 对 同一 数学 知识 
的 理解 会 有 不 同 侧面 、 深 刻 程度 上 的 差异 。 所 有 这 些 都 决定 了 数 
学 教学 必须 尊重 学 生 的 主体 地 位 ， 考 虑 每 个 学 生 的 不 同 背 景 ， 从 
每 个 学 生 的 当前 实际 出 发 进行 教学 ， 以 便 发 挥 每 个 学 生 的 主观 能 
动 性 。 

(二 ) 对 数学 教学 任务 的 全 面 理解 

我 们 认为 ， 中 学 教育 还 是 应 该 具有 学 科 界限 的 ， 因 为 中 学 生 
关于 各 学 科 的 基本 概念 并 没有 牢固 地 建立 起 来 ， 这 时 如 果 以 学 科 
交叉 的 方式 进行 学 习 ， 学 生 将 失去 有 效 学 习 的 基础 ， 学 习 效 果 无 
法 保障 。 但 是 ， 建 构 主 义 主张 多 学 科 联系 的 思想 ， 发 挥 具体 情景 
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中 形成 的 非 正式 经 验 背景 的 作用 的 思想 ， 对 全 面 理解 数学 教学 过 
程 及 其 任务 是 有 启发 的 。 确 实 ， 数 学 教学 过 程 除了 涉及 数学 本 学 
科 的 知识 以 外 ， 还 涉及 学 生 在 日 常生 活 中 建立 起 来 的 大 量 非 正式 
经 验 〈 非 科学 概念 )， 语 文 、 物 理 、 化 学 等 其 他 学 科 的 基本 知识 。 
例如 ， 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 遇 到 的 困难 常常 不 是 因为 不 具备 必 
须 的 数学 知识 基础 ,而 是 因为 语文 知识 的 缺乏 所 造成 的 理解 困难 ， 
这 就 说 明 语文 知识 在 数学 学 习 中 的 重要 人 性。 因此 , 数学 教学 中 , 教 
师 除 了 要 求学 生 掌握 数学 知识 ， 培 养 学 生 的 数学 能 力 外 ， 还 要 注 
意 为 学 生 弥 补 其 他 学 科 知 识 的 缺陷 ， 为 学 生 提供 有 利于 数学 学 习 
的 具体 的 、 经 验 性 的 背景 材料 〈 纠 正 与 数学 知识 相 矛 盾 的 经 验 ) 。 
(三 ) 强调 打 好 数学 基础 的 重要 性 
数学 学 习 活 动 是 一 个 以 学 生 已 有 的 知识 和 经 验 (已 有 的 认 知 
结构 ) 为 基础 的 主动 建构 过 程 , 高 级 学 习 是 以 初级 学 习 为 前 提 的 ， 
因此 , 打 好 教学 基础 对 进一步 的 数学 学 习 具 有 极其 重要 的 意义 。 事 
实 上 ， 这 与 数学 家 学 习 、 研 究 数学 的 经 验 也 是 一 致 的 。 数 学 家 王 
元 指出 :“ 不 断 抽 象 是 数学 的 特点 之 一 ，……， 学 习 数学 时 会 不 断 
磋 到 新 的 抽象 概念 ，……， 学 习 数 学 首先 要 弄 清 一 个 个 概念 ， 否 
则 ， 脑 子 里 难免 是 一 盆 浆 糊 .” 因 此 ， 正 如 王 梓 坤 先生 所 说 的 ， 
“不 论 是 学 习 数学 或 研究 教学 , 都 必须 循序 渐进 , 每 前 进一步 都 必 
须 立 脚 稳 回 ， 这 是 数学 方法 中 的 一 个 显著 特点 ， 其 他 科学 也 要 循 
序 渐进 ， 不 过 数学 尤为 如 此 。 前 头 没有 弄 慌 ， 切 缴 前 进 。 有 如 登 
塔 ， 只 有 一 步 一 上 ， 才 能 到 达 光 逻 的 顶点 。” 
当然 ， 循 序 渐进 不 是 简单 重复 ， 而 是 一 种 螺旋 上 升 。 教师 卫 
要 引导 学 生 对 数学 知识 进行 多 方位 、 多 侧面 的 理解 ， 又 要 及 时 地 
把 学 生 的 学 习 引 向 深入 。 
(四 ) 重视 与 学 生 的 生活 实际 、 社 会 环境 相 联系 ， 但 必须 注意 
数学 本 身 的 特点 
数学 教学 应 当 结合 现实 中 的 具体 情景 ， 使 学 生 形 成 背景 性 经 
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验 .但 是 我 们 不 赞成 将 现实 情景 原原本本 地 搬 到 课堂 上 的 做 法 , 像 
“情景 性 教学 ”之 类 的 理想 化 教学 模式 并 不 适合 于 我 国 的 教学 实 
际 ， 与 数学 学 科 的 特点 也 有 矛盾 。 

数学 不 同 于 社会 科学 和 自然 科学 ,“ 数 学 并 非 建立 在 对 于 真实 
事物 或 现象 的 直接 抽象 之 上 ， 而 是 一 种 抽象 之 土 的 抽象 ， 也 即 是 
以 先前 思维 活动 的 形式 或 结果 作为 直接 的 对 象 "。 因此 , 数学 带 有 
明显 的 人 的 主体 性 “印记 ”。 人 类 根据 自己 的 生活 、 生 产 以 及 精神 
需要 构建 了 数学 ， 数 学 扎根 于 现实 世界 ， 以 人 类 的 生活 、 生 产 需 
要 作为 动力 ， 但 数学 活动 又 带 有 强烈 的 主体 性 ， 而 且 ， 数 学 对 象 
系统 在 一 定 意义 上 可 以 是 “人 为 的 ”一 一 数学 对 象 的 命名 、 定义、 
规则 的 选 定 等 都 可 以 是 人 为 的 ， 非 欧 见 何 就 是 这 种 “人 为 的 ” 突 
出 例证 。 当 然 ， 数 学 系统 一 旦 建立 起 来 ， 其 对 象 就 有 了 明确 的 定 
义 ， 人 们 就 只 能 依据 相应 的 定义 和 明确 的 规则 进行 研究 ， 而 不 能 
求助 于 直观 。 从 数学 的 这 种 特性 出 发 ， 数 学 教学 就 既 要 尊重 “ 数 
学 活动 的 主体 性 ”， 又 要 符合 数学 规律 的 客观 性 。 

另外 ， 人 们 通过 研究 发 现 ， 学 生 在 抽象 数学 概念 的 心理 表征 
上 具有 如 下 特点 : 〈1) 直观 形象 性 ， 即 学 生 在 对 数学 概念 进行 心 
理 表 征 时 ， 常 常 要 借助 于 直观 形象 ， 这 种 直观 形象 主要 来 源 于 日 
常生 活 或 关于 这 一 概念 的 已 有 学 习 经 验 ; 〈2) 不 一 致 性 ， 即 学 生 
关于 抽象 数学 概念 的 心理 表征 往往 有 一 定 的 内 在 矛盾 性 ,特别 是 ， 
通过 数学 学 习 所 获得 的 形式 定义 往往 与 他 先前 关于 这 一 概念 的 直 
观 形象 相 矛 盾 〈 学 生 常 常 把 直观 形象 中 包含 的 非 本 质 特 征 或 个 别 
特征 当成 数学 概念 的 全 部 本 质 特征 )。 因 此 ， 数 学 教学 中 , 教师 首 
先 应 让 学 生 通 过 对 已 有 直观 形象 和 经 验 的 抽象 、 概 括 等 主动 的 思 
锥 活动 ， 理 解 和 掌握 相应 的 数学 概念 的 形式 定义 ; 第 二 ， 学 生 在 
日 常生 活 中 建立 起 来 的 具体 性 经 验 与 形式 化 的 数学 概念 常常 存在 
某 种 矛 慎 ， 因 此 ， 在 强调 把 数学 概念 具体 化 到 一 定 的 实例 中 ， 与 
具体 情景 联系 起 来 的 同时 ， 教 师 应 利用 这 种 矛盾 来 引起 学 生 的 认 
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知 冲突 , 通过 纠正 以 往 的 错误 观念 , 对 已 有 认 知 结构 进行 调整 、 扩 
充 或 重新 组 合 ， 使 相应 的 具体 性 经 验 升华 为 理性 认识 ， 从 而 准确 
理解 数学 概念 的 形式 定义 ， 建 立 起 关于 数学 概念 的 恰当 的 心理 表 
征 。 
这 里 ， 我 们 想 对 数学 概念 的 形式 定义 与 实质 之 间 的 关系 作 一 
说 明 。 由 以 上 对 数学 特性 的 理解 可 以 看 到 ， 数 学 对 象 是 明确 定义 
的 产物 ， 数 学 建构 活动 具有 明显 的 形式 特性 ， 数 学 概念 是 形式 与 
实质 高 度 统一 的 产物 ， 因 此 ， 我 们 既 不 能 离开 数学 概念 的 实质 而 
空谈 其 形式 , 也 不 能 避 开 数学 概念 的 形式 来 认识 其 实质 .当然 ,对 
于 数学 概念 形式 定义 的 意义 〈 即 数学 概念 的 实质 ) 的 理解 存在 层 
次 的 差异 、 不 同 仙 面 的 差异 ， 也 即 处 于 不 同年 龄 阶段 、 不 同 发 展 
水 平 的 学 生 对 同一 数学 概念 的 理解 的 深刻 性 和 全 面 性 是 不 同 的 ; 
由 于 经 验 背 景 的 差异 ， 处 于 同一 发 展 水 平 的 学 生 对 同一 数学 概念 
的 理解 会 有 不 间 侧 面 的 差异 。 因 此 ， 数 学 教师 应 根据 学 生 的 认 知 
发 展 水 平 ， 向 他 们 提出 适当 的 理解 数学 形式 定义 的 要 求 ， 即 教师 
在 向 学 生 揭示 数学 概念 、 原 理 的 实质 时 ， 应 把 握 好 适度 性 ， 循 序 
渐进 地 把 学 生 的 认识 引 向 本 质 : 同时 ， 要 引导 处 于 同一 发 展 水 平 
的 学 生 进 行 合作 学 习 , 使 他 们 相互 了 解 彼此 的 见解 , 取长补短 , 查 
福 补 向 ， 形 成 对 数学 概念 的 更 加 丰富 的 理解 。 

另外 ， 数 学 教学 中 间 时 强调 学 生日 常生 活 中 建立 起 来 的 直观 
形象 经 验 与 数学 概念 形式 定义 两 者 的 作用 ;也 为 我 们 正确 认识 数 
学 教学 联系 现实 生活 ， 处 理 好 数学 教学 中 发 展 学 生 智力 、 培 养 学 
生 沽 维 能 力 纯粹 的 智力 训练 ) 与 培养 学 生 解决 实际 问题 能 力 之 
间 的 关系 提供 了 理论 依据 。 数 学 教学 应 注重 联系 实际 ， 应 培养 学 
生 解 决 实 际 问题 的 能 力 , 但是， 如 前 所 述 ， 数 学 与 客观 现实 间 有 
内 在 距离 因为 数学 对 象 的 抽象 性 ， 数 学 活动 是 抽象 之 上 的 再 抽 
象 ), 所 以 我 们 不 能 (也 不 可 能 ) 过 分 强调 数学 教学 与 现实 世界 的 
直接 联系 。 这 样 , 在 强调 数学 教学 联系 实际 , 强调 “问题 解决 ” 重 
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要 性 的 同时 ， 还 应 注意 这 种 联系 的 适度 性 ， 不 能 把 “解决 实际 问 
题 ”庸俗 化 。 另 外 要 特别 强调 ， 与 别 的 学 科 相 比 ， 数 学 教学 在 开 
启 学 生 心 智 , 培养 学 生 思维 能 力 ( 特 别 是 抽象 逻辑 思维 能 力 ), 提 
高 学 生 内 在 素养 等 方面 担负 着 更 加 重要 的 责任 ， 数 学 给 予 人 们 的 
不 只 是 知识 ， 更 重要 的 是 能 力 ， 这 种 能 力 包括 直观 思维 、 退 辑 推 
理 、 精 确 计 算 和 准确 判断 ”( 王 梓 坤 ) 。 因 此 ， 数 学 教学 应 该 重视 
对 学 生 进 行 纯粹 的 思维 训练 ， 这 是 我 们 在 考虑 加 强 数 学 教学 与 客 
观 现 实 的 联系 性 时 所 必须 要 牢记 的 。 

《五 ) 给 学 生 的 数学 学 习 以 适 度 的 指导 

由 于 认 知 发 展 水 平 的 限制 ,学 生 的 数学 学 习 需 要 教师 的 指导 。 
过 去 比较 多 地 从 “根据 学 生 已 有 认 知 结构 中 的 相应 知识 与 新 知识 
之 闻 的 矛盾 ， 设 置 教学 情景 ， 以 激发 学 生 的 认 知 冲突 ， 从 而 引导 
学 生 进 行 主动 学 习 ， 促 使 学 生 的 思维 发 展 ”的 角度 对 教师 的 指导 
作用 进行 阐述 。 依 据 建 构 主义 的 观点 ， 教 师 与 学 生 在 教学 中 的 关 
系 是 动态 性 的 , 因此 , 随 着 教学 的 发 展 , 学 生 学 习 的 逐步 深入 , 教 
师 应 逐渐 放手 让 学 生 自 己 进行 独立 的 学 习 ， 喊 少 指导 ， 增 加 学 习 
中 的 自主 发 现 的 成 分 。 当 然 ,“ 适 度 指导 ”的 掌握 与 教师 的 教学 经 
验 直接 相关 ， 教 学 活动 中 ,所谓 “学 的 真 详 在 于 “ 悟 ， 教 的 秘诀 
在 于 “ 度 ”” 就 是 要 求 广大 教师 〈 特 别 是 青年 教师 ) 在 自己 的 教学 
实践 中 ， 不 断 总 结 教学 经 验 ， 针 对 学 生 数 学 学 习 过 程 中 的 思维 多 
样 性 和 个 体 差异 性 ， 进 行 适当 的 指导 ， 以 使 学 生 提 高 对 知识 的 领 
悟 能 力 。 

以 上 我 们 介绍 了 当今 建构 主义 在 学 习 与 教学 方面 的 一 些 新 见 
解 ， 从 中 可 以 看 到 ， 建 构 主义 在 具体 经 验 〈 直 观 形象 与 抽象 概 
念 之 间 , 强调 了 具体 经 验 的 重要 性 ; 在 结构 性 与 非 结构 性 之 间 , 强 
调 了 非 结构 性 强调 问题 的 真实 性 ， 反 对 对 问题 作 简 单 化 处 理 ) ， 
强调 在 具体 情景 的 联系 中 进行 学 习 的 重要 性 。 建 构 主义 强调 了 学 
习 过 程 是 学 生 对 知识 的 主动 建构 过 程 ， 在 强调 已 有 认 知 结构 的 重 
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要 性 时 ， 指 出 了 提取 记忆 系统 中 的 信息 也 是 一 个 根据 具体 情况 进 
行 建构 的 过 程 ， 使 已 有 认 知 结构 与 新 知识 之 间 的 相互 作用 过 程 更 
加 清楚 ， 从 而 使 学 生 在 教学 中 的 主体 地 位 更 加 明确 。 因 此 ， 建 构 
主义 的 观点 对 于 我 们 当前 正在 进行 的 教学 改革 是 很 有 启发 的 ， 对 
当前 教学 中 存在 的 种 种 坝 端 的 批评 也 是 切中 要 害 的 。 但 是 ， 从 中 
我 们 也 不 难 发 现 ， 建 构 主义 的 学 习 理 论 更 加 适合 于 学 习 的 高 级 阶 
段 ， 忽 视 学 校 学 习 的 累积 性 〈 接 受 性 ) 而 只 强调 主动 建构 〈 发 现 
式 ) 也 是 与 学 校 学 习 的 实际 不 相符 的 。 因 此 ， 对 于 我 们 这 样 一 个 
基础 教育 有 待 普及 ， 师 资 水 平 有 待 提高 的 发 展 中 国家 来 说 ， 在 学 
习 这 一 理论 时 ， 一 定 要 注意 根据 我 国 的 实际 情况 ， 采取 批 判 地 借 
鉴 、 吸 收 的 态度 ， 不 能 照搬 是 抄 。 


第 四 节 ”创造 力 研究 与 数学 的 教 和 学 


从 建构 主义 的 学 习 观 和 教学 观 中 我 们 可 以 看 出 ， 当 今 认 知 心 
理学 同样 也 非常 重视 创造 力 问 题 的 研究 。 事 实 上 ， 这 也 是 与 我 国 
当前 基础 教育 从 应 试 教育 向 素质 教育 转轨 中 所 提出 的 问题 密切 相 
关 的 。 

在 素质 教育 理论 探索 中 ， 关 于 应 该 树立 怎样 的 人 才 观 的 问题 
是 热门 话题 之 一 。 人 们 普遍 认识 到 , 人 才 既 有 共性 , 又 有 个 性 。 关 
于 共性 ， 正 如 《中 共 中 央 关 于 教育 体制 改革 的 决定 》 中 指出 的 ， 
“应 该 有 理想 、 有 道德 、 有 文化 有 纪律 ， 热 爱 社会 主义 祖国 和 社 
会 主义 事业 ,具有 为 国家 富强 和 人 民 富 裕 而 艰苦 奋斗 的 献身 精神 ， 
应 该 不 断 追 求 新 知 ， 具 有 实事 求 是 、 独 立 思考 、 勇 于 创造 的 科学 
精神 ”。 素质 教育 就 是 要 在 实现 这 一 共同 要 求 的 前 提 下 , 使 每 个 人 
的 兴趣 和 爱好 获得 发 展 ， 每 个 人 的 特殊 才能 得 到 培养 ， 以 实现 每 
个 人 自己 的 理想 , 寅 共性 于 个 性 之 中 , 使 共性 与 个 性 和 谐 发展 , 培 
养 个 性 鲜明 的 创造 型 人 才 。 
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素质 教育 思想 在 强调 基础 教育 的 基础 性 、 全 体 性 、 全 面 性 的 
同时 , 更 加 注意 到 了 个 体 性 、 发 展 性 和 未 来 性 。 人 们 普遍 认为 , 要 
使 上 述 人 才 观 和 培养 目标 在 学 校 教育 中 真正 得 到 落实 ， 必 须 贯彻 
启发 式 的 教学 思想 ， 充 分 重视 和 发 挥 学 生 的 主体 作用 ， 使 学 生生 
动 活 滩地 、 主 动 地 学 习 ， 在 掌握 知识 的 过 程 中 使 学 生 “ 学 会 学 
习 ”, 培养 学 生 的 独立 思考 能 力 、 创造 的 科学 精神 和 探索 新 知识 的 
能 力 ， 使 学 生 在 未 来 社会 中 具有 更 强 的 适应 性 和 竞争 力 。 

从 以 上 论述 不 难看 出 ， 创 造 能 力作 为 适应 社会 发 展 需 要 所 必 
备 的 能 力 ， 受 到 越 来 越 多 的 关注 ， 已 被 确立 为 基础 教育 中 必须 着 
重 培养 的 能 力 。 数 学 ， 无 论 在 社会 建设 和 发 展 中 ， 还 是 在 人 的 素 
质 培养 中 都 有 极其 重要 的 作用 ， 作 为 基础 教育 中 教学 时 数 最 多 的 
学 科 之 一 ， 又 由 于 学 科 本 身 的 特点 ， 在 创造 力 培养 中 发 挥 着 独特 
的 作用 。 下 面 我 们 想 介绍 一 些 创造 力 研 究 的 新 进展 ， 并 提出 一 些 
数学 创造 性 能 力 培养 的 建议 和 策略 。 


一 ”创造 力 研究 概述 


从 1869 年 英国 心理 学 家 高 尔 顿 出 版 《遗传 与 天 才 》， 第 一 次 
对 “创造 性 ”进行 系统 研究 以 来 ， 各 国 心理 学 家 对 “创造 性 ”的 
研究 给 予 了 充分 关注 ， 特 别 是 近 二 十 多 年 来 ， 创 造 性 思维 的 研究 
越 来 越 受 到 重视 ， 研 究 方法 越 来 越 多 ， 对 创造 力 的 培养 也 被 提 到 
教育 的 议事 日 程 上 来 。 在 此 期 间 ， 出 现 了 许多 关于 “创造 力 ” 的 
定义 。 概 括 起 来 ， 人 们 一 般 认为 创造 力 的 定义 中 至 少 应 包括 四 种 
成 分 : (1) 创造 性 的 主体 ;〈2) 创造 性 的 环境 ; (3》 创造 性 的 过 
. 程 ; (4) 创造 性 的 结果 。 心理 学 家 们 一 般 是 按照 上 述 四 条 路 线 , 有 
侧重 地 对 创造 力 进 行 研究 。 

对 于 创造 力 ， 心 理学 家 主要 从 三 个 侧面 进行 研究 。 第 一 是 对 
具有 创造 力 的 人 的 个 性 心理 特征 进行 研究 ， 有 些 研究 者 认为 ， 个 
体 对 待 自己 和 世界 的 动机 、 兴 趣 、 态 度 等 个 性 心理 特征 是 影响 创 
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造 力 的 主要 因素 ， 有 创造 力 的 人 在 灵活 程度 、 自 信心 、 专 心 创新 
的 程度 、 勤 奋 等 方面 都 有 杰出 的 表现 ;第 二 是 对 创造 性 的 过 程 进 
行 研究 , 这 一 方面 以 认 知心 理学 关于 “问题 解决 ”的 研究 为 代表 。 
通过 对 问题 解决 过 程 的 研究 ,区 分 出 有 创造 力 的 人 在 问题 表征 、 问 
题解 决策 略 等 方面 的 特点 ， 以 及 诸如 人 的 知识 经 验 、 注 意 、 记 忆 、 
思维 等 心理 过 程 对 问题 解决 所 产生 的 影响 ， 并 给 出 了 一 些 重要 的 
解决 问题 的 策略 (启发 式 策略 ); 第 三 是 社会 心理 学 的 研究 ,目的 
是 探索 环境 条 件 对 人 的 创造 力 的 影响 。 

随 着 认 知 心理 学 的 发 展 ， 对 创造 性 思维 与 认 知 过 程 及 元 认 知 
能 力 的 关系 、 创 造 性 能 力 与 已 有 知识 经 验 〈 或 已 有 认 知 结构 ) 之 
间 的 关系 、 创 造 性 思维 策略 及 其 训练 以 及 创造 力 与 认 知 风格 、 动 
机 、 环 境 等 非 认 知 因素 之 间 的 关系 等 的 研究 都 有 新 的 进展 。 


二 “创造 力 研究 的 新 进展 


(一 ) 创造 力 与 认 知 过 程 . 

认 知 心理 学 家 们 认为 ， 创 造 力 来 自 于 基本 的 认 知 过 程 ， 它 不 
只 是 少数 人 才 有 的 特殊 技能 (或 能 力 ) 每 个 人 都 具有 创造 的 潜能 ， 
日 常生 活 中 ， 人 们 使 用 语言 和 形式 概念 的 过 程 中 就 表现 出 一 定 的 
创造 力 ; 学 生 学 习 新 知识 , 以 新 的 方式 运用 知识 解决 一 个 问题 等 ， 
也 体现 出 一 定 的 创造 力 。 例如 , 小 学 生 学 习 三 角形 的 面积 公式 , 通 
过 动手 操作 等 方式 发 现 三 角形 与 平行 四 边 形 之 间 的 关系 一 一 平行 
四 边 形 可 看 成 是 两 个 完全 相同 的 三 角形 拼接 而 成 的 ， 再 由 平行 四 
边 形 的 面积 公式 鹤 得 三 角形 面积 公式 。 这 一 过 程 中 ,“ 发 现 三 角形 
与 平行 四 边 形 的 关系 ”就 体现 了 小 学 生 的 创造 力 。 认 知心 理学 家 
认为 ， 可 以 通过 研究 这 样 的 基本 过 程 来 理解 创造 力 。 

”在 对 基本 的 认 知 过 程 的 研究 中 ， 以 对 “问题 解决 ”及 其 过 程 
的 研究 最 有 影响 ， 最 具 代 表 性 。 认 知心 理学 家 把 问题 解决 区 分 为 
创造 性 问题 解决 和 常规 性 问题 解决 两 类 ， 要 求 发 展 新 方法 的 问题 
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解决 称 为 创造 性 回 题解 决 ， 使 用 现成 方法 的 问题 解决 称 为 常规 问 
题解 决 。 但 是 他 们 认为 ， 两 类 问题 解决 的 差别 是 相对 的 ， 可 以 把 
它们 设想 为 一 个 连续 体 的 两 端 ,其 间 则 有 常规 性 与 创造 性 的 变化 。 
这 样 ， 问 题解 决 过 程 中 一 般 都 存在 着 创造 性 ， 无 论 是 创造 性 问题 
解决 过 程 还 是 常规 性 问题 解决 过 程 都 包含 了 共同 的 成 分 。 如 认 知 
心理 学 家 纽 厄 尔 (Newell A) 和 西蒙 (Simon H) 认为 , 任何 问题 
解决 过 程 , 首先 是 理解 这 个 问题 , 对 它 进 行 表征 以 形成 问题 空间 ， 
然后 利用 各 种 算 子 (如 已 有 的 知识 经 验 、 认 知 操作 等 》 来 改变 问 
题 的 起 始 状态 ， 经 过 各 种 中 间 状 态 ， 逐 步 达 到 目标 状态 ， 从 而 解 
决 问题 ， 海 耶 斯 (Hayes) 在 1989 年 提出 了 问题 解决 是 “办 明 问 
题 、 表 征 同 题 、 计 划 解 答 过 程 、 执 行 计划 、 评 价 计 划 、 评 价 解 题 
过 程 ” 的 系列 过 程 。 认 知心 理学 家 认为 , 对 问题 作 怎样 的 表征 , 这 
种 表征 是 否 适宜 ， 对 问题 解决 有 重大 的 直接 影响 ， 不 同 的 表征 形 
式 也 有 不 同 的 效果 。 一 个 人 是 否 具 有 创造 方 主要 表现 在 能 否 选 择 
良好 的 问题 表征 上 。 例 如 ， 在 解答 问题 ， 

“已 知 : a, 5, c，4， B,C 都 是 R 
正 数 , 且 a 二 4=6 十 B=c 十 C=1, 求 
证 : aB+6C4+cA<1。” 时 , 很 多 人 都 4 
感到 困难 很 大 。 究 其 原因 ， 主 要 是 他 RR’ 
们 只 在 代数 范围 里 对 问题 作出 表征 ， 
而 不 能 在 几何 范围 里 对 问题 作出 表 PP PQ 
征 。 事实 上 ,将 问题 作出 几何 表征 如 
下 ; 如 图 1.4.1， 在 单位 正三 角形 团 1.4.1 
PQR 的 各 边 上 分 别 取 点 P'，Q'，R', 使 PP' 一 4,， P'Q=a, QQ 
=B, OR=6b, RR'=C, RP=c, 则 Saroo +SaQgre +SArPr < 
Saparx， 易 得 aB 十 BC 十 cA 过 1。 

由 以 上 表征 过 程 我 们 可 以 看 到 ， 不 同 知识 之 间 的 联系 在 蚀 造 
性 地 解决 问题 中 的 作用 。 事 实 上 ， 具 有 创造 力 的 人 在 解决 问题 的 
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过 程 中 总 是 倾向 于 用 独特 的 方式 联结 不 同 的 概念 、 知 识 ， 从 而 对 
问题 作出 创造 性 的 解答 。 在 对 概念 的 创造 性 联结 和 解释 时 ， 需 要 
对 概念 重新 进行 心理 表征 ， 当 联结 极其 丰富 、 复 杂 时 ， 人 们 就 不 
得 不 多 次 对 概念 进行 重新 表征 ， 这 时 可 能 获得 新 络 独 特 的 思维 方 
式 和 问题 解决 方法 。 当 然 ， 其 中 还 包括 对 新 异 方式 、 方 法 的 分 析 
推理 和 批判 性 的 评价 ， 以 保证 新 异 方式 、 方 法 的 正确 性 。 

《二 ) 创造 力 与 知识 经 验 

丰富 的 知识 经 验 是 创造 力 的 源泉 。 任 何 一 个 领域 内 的 问题 解 
决 都 会 涉及 到 大 量 该 领域 的 专门 知识 ， 高 开 了 这 些 知识 基础 ， 问 
题解 决 就 会 成 为 一 句 空话 ， 创 造 力 也 就 成 了 无 源 之 水 。 在 一 个 领 
域内 极 富 创造 力 的 大 科学 家 ,如 果 不 具 备 另 一 领域 的 专门 知识 ,也 
不 可 能 解决 另 一 领域 内 的 问题 ， 所 谓 的 “隔行 如 隔山 ”就 是 这 个 
道理 。 人 们 已 储存 的 知识 经 验 可 帮助 选择 有 关 的 信息 ， 引 导 人 们 
提取 相关 的 知识 和 方法 , 形成 问题 解决 的 策略 . 有 关 研 究 表明 , 个 
体 的 创造 力 与 他 具有 的 相关 知识 的 数量 及 其 性 质 和 组 织 结构 有 极 
大 的 正 相 关 。 

然而 ， 强 调 知识 经 验 的 重要 性 并 不 意味 着 有 了 知识 经 验 就 一 
定 会 有 创造 力 。 知 识 经 验 一 方面 是 我 们 进行 创造 的 基础 ， 另 一 方 
面 也 可 能 东 线 了 我 们 的 创造 力 ， 因 为 人 们 总 喜欢 用 习惯 的 眼光 来 
看 待 新 事物 ， 用 自己 熟悉 的 方法 去 处 理 新 间 题 ， 而 较 少 考虑 新 问 
题 与 过 去 经 验 的 不 同 之 处 。 因此 , 心理 学 家 建议 , 在 创造 活动 中 ， 
应 尽量 排除 经 验 的 束缚 ， 走 一 条 全 新 的 道路 。 

另外 ， 已 有 知识 经 验 的 组 织 特征 也 是 影响 创造 力 的 一 个 重要 
因素 。 教 师 常常 会 磁 到 这 样 的 情况 : 学 生 不 仅 具备 解决 问题 所 需 
的 全 部 知识 , 也 知道 相应 的 解 题 方法 ,但 仍 是 苦 苦 思索 不 得 其 解 ， 
略 经 指点 却 又 忧 然 大 悟 。 这 说 明 学 生 头脑 中 虽然 具有 相应 的 知识 
经 验 ， 但 却 不 知 如 何 运 用 ， 其 主要 原因 之 一 是 学 生 头脑 中 的 知识 
组 织 混乱 、 结 构 性 差 ， 运 用 时 不 能 恰当 表征 。 显 然 ， 如 果 我 们 头 
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脑 中 杂乱 无 章 地 堆积 的 知识 越 多 ， 用 到 时 提取 就 越 困 难 ， 这 时 的 
知识 反而 不 利于 问题 的 解决 ， 成 了 阻碍 创造 力 发 挥 的 因素 。 心 理 
学 家 认为 ， 知 识 的 学 习 或 表征 ， 只 有 做 到 条 件 化 、 结 构 化 、 自 动 
化 和 策略 化 ， 才 能 有 效 地 用 于 创造 性 解决 问题 。 

(三 ) 创造 力 与 元 认 知 

元 认 知 是 最 近 一 二 十 年 出 现 的 最 新 研究 课题 ， 心 理学 家 越 来 
越 重视 对 它 的 研究 。 目 前 尚 无 元 认 知 的 公认 定义 ， 许 多 人 将 它 解 
释 为 关于 认 知 的 认 知 ,是 个 人 对 自己 的 认 知 加 工 过 程 的 自我 觉察 、 
自我 评价 、 自 我 调控 。 心 理学 家 认为 ， 既 然 创造 力 是 一 种 认 知 过 
程 ， 那 么 元 认 知 就 应 该 是 它 的 基础 并 影响 它 。 

为 了 明确 元 认 知 在 问题 解决 和 创造 力 中 的 基础 作用 ， 我 们 可 
以 先 分 析 一 下 间 题 解决 过 程 。 认 知心 理学 家 认为 ， 问 题解 决 过 程 
一 般 可 分 为 四 个 阶段 ，(1)〉 问题 表征 ， 问 题解 决 者 依据 问题 所 包 
含 的 信息 和 已 有 的 知识 经 验 等 已 储存 的 信息 对 问题 作出 表征 ， 这 
是 一 个 主动 建构 的 过 程 ; (2) 确定 问题 解决 策略 , 这 一 阶段 中 , 问 
题解 决 者 要 选择 用 来 改变 问题 起 始 状态 的 各 种 认 知 操作 ， 并 将 它 
们 组 成 序列 这里， 如果 问 题 复 杂 ， 涉 及 的 认 知 操作 多 ， 则 会 给 
选择 带 来 困难 。 到 底 选 树 哪 些 操作 ， 将 它们 组 成 怎样 的 序列 ， 都 
取决 于 问题 解决 者 采取 哪 种 问题 解决 策略 ) ;(3) 执行 策略 ,运用 
所 选择 的 认 知 操作 ， 改 变 问题 的 起 始 状态 。 使 之 接近 并 达到 目标 
状态 (在 比较 复杂 的 情况 下 , 选 定 的 策略 并 不 一 定 能 顺利 实施 , 有 
时 甚至 无 法 实施 )，〈4) 评估 策略 ， 这 里 包括 对 策略 是 否 适宜 、 当 
前 状态 是 否 接近 目标 、 问 题 是 否 已 获得 解决 等 作出 评 佑 。 在 问题 
获得 解决 之 前 , 对 解 题 策略 有 效 性 的 评估 是 极其 重要 的 ,通常 , 经 
过 评估 ， 对 问题 解决 策略 作出 修正 ， 有 时 甚至 需要 对 问题 的 起 始 
状态 和 目标 状态 作出 重新 表征 ， 从 而 改变 解 题 策略 。 

由 此 我 们 不 难看 出 ， 元 认 知 过 程 与 认 知 过 程 并 存 ， 在 确定 目 
标 、 选 择 认 知 策略 、 使 用 系统 的 认 知 加 工 、 监 控 和 评价 过 程 以 及 
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对 认 知 策略 进行 必要 的 修正 〈 甚 至 改变 ) 等 过 程 中 都 发 挥 着 “ 监 
察 官 ”作用 ， 对 问题 解决 的 质量 有 决定 性 影响 。 

《四 ) 创 进 力 与 动机 、 术 度 

动机 是 唤起 和 推动 创造 行为 的 原动力 ， 它 具有 引起 创造 行为 
的 始 动 功能 和 指导 、 监 控 创造 行为 的 功能 ， 动 机 给 创造 活动 的 客 
体 添加 上 一 定 的 主观 性 ， 具 有 维持 创造 行为 、 达 到 蚀 造 目标 的 志 
向 功能 ， 动 机 使 创造 者 只 关注 有 关 的 刺激 或 诱因 ， 忽 视 无 关 刺 激 
或 诱因 ， 使 创造 者 可 以 预计 其 行为 结果 ， 动机 使 主体 对 自己 的 反 
应 加 以 组 织 和 强化 ， 从 而 使 他 自己 的 创造 活动 能 顺利 进行 ， 动 机 
还 具有 调节 功能 ， 它 使 主体 随时 修正 或 改变 自己 的 创造 活动 ， 以 
便 达 到 预定 目标 。 

认 知 心理 学 家 认为 ， 内 在 动机 (如 好 奇 、 求 知 欲 、 自 我 实现 
等 ) 在 创造 力 中 具有 最 重要 的 决定 意义 ,而 外 在 动机 (如 赏罚 、 物 
质 刺激 或 社会 刺激 等 ) 则 导致 低 创造 力 。 当 人 们 被 活动 本 身 的 满 
意 和 挑战 所 激发 ， 而 不 是 被 外 在 的 压力 所 激发 时 ， 才 表现 得 最 有 
创造 力 。 而 内 在 动机 则 来 自 于 认 知 不 平衡 。 当 人 们 面临 某 一 问题 
而 不 能 用 自己 熟悉 的 方法 解决 时 ， 就 会 产生 认 知 不 平衡 ， 这 种 不 
平衡 会 导致 一 种 “紧张 感 ”为 了 消除 这 种 感觉 就 会 产生 试图 解决 
问题 的 动机 。 

良好 的 态度 对 咸 功 地 解决 问题 ,发挥 创造 力 是 至 关 重要 的 ,在 
创造 过 程 中 ， 遇 到 挫折 和 失败 是 必然 的 ， 具 有 正确 态度 的 人 在 挫 
折 和 失败 面前 表现 出 很 强 的 自信 心 ; 他 们 更 重视 理性 的 思考 和 推 
理 ， 而 不 是 乱 猜 ; 他们 总 是 把 精力 集中 在 当前 的 问题 上 ， 而 较 少 
分 心 ! 他 们 有 耐心 般 力 ， 较 少 烦躁 和 厌 腻 ， 他 们 时 刻 都 有 一 种 
寻找 更 佳 思路 和 答案 的 心 向 ， 因 而 总 不 满足 于 已 取得 的 成 功 。 

《五 ) 创造 力 与 认 知 方式 

认 知 方式 是 指认 知 活动 中 所 偏好 的 、 经 常 使 用 和 习惯 化 了 的 
态度 和 方式 ， 是 人 的 个 性 在 认 知 过 程 中 的 表现 。 认 知 方式 往往 能 
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左右 人 的 认 知 活动 。 心 理学 家 认为 ， 创 造 性 的 认 知 方式 有 如 下 特 
点 ;1) 感知 敏锐 ， 善 于 质疑 ， 有 很 强 的 好 奇 心 和 观察 力 ， 注 意 
力 集中 ;2) 能 调动 各 种 感官 全 面 客观 地 感知 事物 ， 存 储 丰富 的 
表象 ， 场 独立 性 强 ! 〈3) 思维 流畅 ， 记 忆 准 确 、 广 六 ， 信 息 存 储 
方式 有 利于 迅速 产生 连锁 反应 ， 善 于 把 握 事 物 的 内 在 联系 性 ， 不 
追求 唯一 正确 答案 ; (4) 思维 灵活 ， 不 受 事物 原 有 形象 或 功能 的 
束缚 ,容忍 模糊 ,注意 力 能 适时 转移 : (5) 宽容 地 对 竺 各 种 设想 ， 
具有 浪 温 精神 和 超 现实 感 ! 〈6) 敢于 轩 险 , 不 怕 失 败 , 大 胆 创新 ， 
《7) 富有 想象 力 和 虹 默 感 ， 视 觉 表 象 丰 富 ， 能 把 两 类 相距 很 远 的 
事物 联系 在 一 起 。 

认 知 方式 是 当前 人 格 心理 学 的 一 个 研究 热点 ， 把 它 与 创造 力 
联系 起 来 ， 说 明 创造 力 不 仅 是 思维 、 智 力 的 一 个 成 分 ， 而 且 也 与 
人 格 因素 相关 .。 一 个 人 是 否 具 有 创造 力 , 既 受 认 知 技能 的 影响 , 也 
受 人 格 因素 的 制约 。 

《六 ) 创造 力 与 环境 

我 们 这 里 所 说 的 环境 是 指 人 与 人 之 间 所 形成 的 社会 环境 。 心 
理学 家 研究 了 社会 因素 对 人 的 创造 力 的 影响 ， 他 们 认为 ， 帮 助 者 
和 榜样 在 创造 力 的 发 展 中 起 着 重要 作用 。 许 多 具有 创造 力 的、 并 
且 作 出 创造 成 绩 的 人 都 是 在 愿 有 发 明 创造 的 基础 上 作出 新 的 发 明 
创造 的 ， 他 们 的 周围 有 激发 他 们 灵感 的 人 存在 。 当 一 群 具 有 创造 
力 的 人 聚集 在 一 起 时 ， 他 们 会 相互 启发 , 取长补短 , 相得益彰 , 从 
而 获得 成 功 。 研 究 表 明 ， 具 有 合作 精神 的 、 人 际 关系 良好 的 创造 
者 比 那些 孤立 者 有 更 长 的 创造 生涯 和 更 多 的 成 功 机 会 。 

从 以 上 的 论述 我 们 可 以 看 到 ， 影 响 创造 力 的 因素 是 极其 复杂 
的 。 过 去 , 心理 学 家 主要 从 智能 角度 对 创造 力 进行 研究 , 现在 , 他 
们 出 倾向 于 将 创造 力 看 成 是 认 知 、 人 格 、 社 会 环境 等 各 种 成 分 的 
综合 体 , 试 图 在 一 个 由 各 种 成 分 整合 而 成 的 框架 中 去 理解 创造 力 ， 
以 期 对 创造 力 问题 有 一 个 更 全 面 深 刻 的 认识 。 

?5 


三 ”对 数学 教育 的 启示 


我 们 的 目的 是 希望 从 心理 学 家 关于 创造 力 研究 的 新 成 果 中 获 
得 对 数学 教育 的 启示 。 由 于 问题 解决 是 目前 我 国 数学 教育 界 的 一 
个 热门 话题 ， 有 人 认为 问题 解决 “作为 数学 教学 的 新 趋势 ， 已 为 
国内 外 教育 同行 所 认同 ”， 并 且 问 题解 决 将 成 为 一 种 主导 的 “数学 
教学 模式 ”， 而 从 教学 目的 来 看 ,“ 问 题解 决 ”教学 主要 是 发 展 学 
生 的 创造 力 。 因 此 ， 下 面 我 们 将 结合 数学 教学 中 对 创造 力 的 培养 
问题 ， 谈 谈 我 们 对 “问题 解决 ”的 一 些 认识 。 

(一 ) 加 强 对 数学 知识 的 发 生发 展 过 程 的 栽 学 ， 既 要 注意 学 生 
的 认 知 过 程 的 特点 ， 又 要 注意 数学 知识 的 逻辑 性 、 连 续 性 、 素 统 
性 


根据 创造 力 来 自 于 基本 的 认 知 过 程 的 观点 ， 数 学 教学 必须 强 
调 数学 认 知 活动 的 全 面 性 ， 使 学 生 的 认识 真正 有 机 会 经 历 “ 基 本 
认 知 过 程 ”, 这 样 才能 使 创造 力 的 培养 真正 落 在 实处 。 一 个 比较 可 
行 的 做 法 是 为 学 生 提供 尽 可 能 丰富 的 知识 背景 〈 其 中 应 该 包括 与 
知识 有 关 的 课堂 以 外 的 生产 、 生 活 实际 ), 让 学 生 通 过 对 知识 背景 
的 分 析 、 归 纳 、 抽 象 和 概括 而 获取 相应 的 理论 知识 。 这 祥 做 至 少 
有 两 个 好 处 ， 一 是 丰富 的 知识 背景 使 学 生 在 面临 问题 时 ， 能 对 问 
题 及 解决 问题 所 需 的 知识 都 作出 适宜 的 解释 ， 从 而 获得 知识 与 问 
题 之 间 的 丰富 联结 ， 并 选择 出 创造 性 的 联结 方式 ， 获 得 新 颖 独特 
的 问题 解决 方法 ;二 是 使 所 学 的 知识 条 件 化 ， 使 学 生得 得 在 什么 
样 的 场合 下 可 以 运用 相应 的 知识 .教师 经 常会 遇 到 这 样 的 情况 :学 
生 在 学 习 某 一 概念 、 定 理 的 当时 ， 能 用 它 来 解决 相应 的 问题 ， 但 
过 后 ， 一 旦 情景 发 生变 化 ， 学 生 就 不 知道 该 如 何 用 它 。 特 别 是 在 
解决 综合 问题 、 实际 问 题 时 , 虽然 学 生 具 备 解决 问题 的 所 有 知识 ， 
但 学 生 却 不 知道 该 怎样 运用 这 些 知 识 。 究 其 原因 ， 主 要 是 在 单一 
情景 中 获得 的 知识 之 间 的 联结 也 只 能 是 简单 而 贫乏 的 ,一旦 背景 
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发 生变 化 ， 知 识 的 表征 就 会 发 生 困 难 ， 联 结 也 就 难以 形成 。 而 使 
学 生 在 丰富 的 知识 背景 中 ,通过 自己 主动 的 思维 活动 来 获取 知识 ， 
可 以 使 学 生 在 记忆 该 知识 时 ， 将 运用 该 知识 的 “触发 ”条 件 结合 
起 来 ， 从 而 形成 条 件 化 的 知识 。 这 样 ， 当 学 生 面临 问题 时 便 能 迅 
速 、 准 确 地 从 大 脑 中 检索 、 提 取 与 任务 相关 的 知识 ， 形 成 知识 与 
问题 之 间 的 丰富 联结 ， 并 最 终 选 择 出 解决 问题 的 最 佳 方案 。 

值得 指出 的 是 ,“ 知 识 的 发 生发 展 过 程 ” 是 对 知识 原 发 现 过 程 
进行 教学 法 加 工 后 获得 的 ， 与 “问题 解决 教学 ”倡导 者 所 强调 的 
“非常 规 性 ”问题 解决 过 程 是 有 区 别 的 。 我 们 认为 ， 系 统 的 知识 学 
习 必 然 表现 出 与 客观 实在 之 间 的 相对 脱离 ， 不 可 能 是 对 客观 现实 
的 真实 复制 ， 而 学 校 教 育 的 经 济 性 也 要 求学 生 在 学 习 知 识 时 走 一 
条 “再 创造 ”的 捷径 ， 但 “非常 规 性 ”问题 解决 过 程 则 比较 强调 
问题 的 客观 性 ， 要 求 将 实际 中 的 许多 不 确定 性 、 各 种 环境 条 件 等 
都 考虑 进去 ， 这 样 ， 由 于 问题 复杂 ， 影 响 因素 过 多 ， 学 生 的 认 知 
水 平 不 高 ,使 学 生 难 以 辨 明 问 题 的 结构 ， 造 成 思维 混乱 ， 问 题 不 
能 得 到 和 解决， 系统 的 知识 学 习 也 难以 保证 。 所 以 ， 我 们 认为 ， 为 
了 弥补 数学 教材 比较 注重 公式 、 定 理 的 逻辑 推理 论证 ， 而 对 活 生 
生 的 问题 发 现 过 程 介绍 得 较 少 的 不 足 (事实 上 ， 要 求教 科 书 详细 
介绍 数学 问题 的 发 现 过 程 是 不 可 能 的 ), 教师 可 以 对 数学 定理 、 公 
式 等 的 原 发 现 过 程 进 行 教学 法 加 工 ， 设 计 出 一 个 既 有 对 定理 、 公 
式 的 直觉 、 想 象 、 猜 测 ， 又 有 对 它们 的 严密 逻辑 证 明 的 教学 情景 
(程序 )， 寓 创造 力 的 培养 于 知识 教学 之 中 ， 使 知识 学 习 与 创造 力 
培养 有 机 地 结合 起 来 。 

(二 ) 充分 认识 数学 基础 知识 教学 的 重要 性 ， 使 学 生 通 过 主动 
学 习 而 建立 起 结构 功能 良好 的 数学 认 知 结构 

前 已 述 及 ， 任 何 问题 的 解决 ， 任 何 发 明 创造 的 实现 ， 都 需要 
相应 领域 内 的 大 量 专门 知识 。 我 们 认为 ， 要 使 学 生 获 得 的 知识 能 
真正 地 用 来 解决 问题 ， 关 键 是 要 引导 学 生 主 动 地 学 习 ， 使 他 们 通 
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过 学 习 ， 既 掌握 知识 ， 又 懂得 在 什么 情况 下 使 用 知识 ， 既 掌握 知 
识 的 具体 事实 和 细节 ， 又 掌握 知识 的 纵 模 联系 、 层 次 结构 ， 把 注 
意 力 放 到 知识 的 概括 化 和 结构 化 上 ， 形 或 一 种 从 复杂 的 联系 中 思 
考 问题 的 良好 习惯 ， 对 于 重要 的 知识 、 具 有 普遍 意义 的 一 般 原理 
〈 像 代数 中 的 函数 概念 及 其 性 质 、 立 体 几 何 中 的 “三 垂 线 定理 ” 
等 ) 应 反复 练习 ， 从 而 使 重要 知识 、 原 理 与 它们 的 产生 条 件 及 相 
关 方 面 建立 起 紧密 的 联系 ， 并 达到 自动 化 的 程度 ， 从 而 将 重要 的 
知识 、 原 理 表征 为 一 个 知识 组 块 ， 以 使 学 生 在 面临 问题 时 ， 能 把 
问题 的 各 个 方面 与 重要 知识 、 一 般 原理 联系 起 来 ， 促 成 对 当前 问 
题 的 顿悟 和 解决 。 

当代 认 知 心理 学 强调 知识 在 学 生 身心 发 展 中 的 重要 性 ， 强 调 
认 知 因素 〈 认 知 加 工 过 程 、 认 知 结构 ) 在 学 习 与 发 展 中 的 直接 作 
用 ， 认 为 知识 在 学 生 信息 加 工 〈 信 息 输入 的 选择 、 编 码 、 储 存 和 
提取 等 ) 能力 的 提高 中 起 到 至 关 重要 的 作用 ， 认 知 结构 的 发 展 既 
是 学 生 身心 发 展 的 重要 标志 之 一 ， 也 是 学 生 身 心 发 展 的 主要 动力 
之 一 。 特定 的 知识 、 技能 的 缺陷 是 导致 学 习 能 力 低下 的 主要 原因 。 
所 有 这 些 观点 ， 对 我 们 在 数学 教学 中 处 理 好 知识 学 习 与 能 力 ( 特 
别 是 创造 力 ) 培养 之 间 的 关系 都 具有 重要 的 指导 意义 。 

问题 解决 教学 的 倡导 者 提出 ， 数 学 课堂 教学 要 以 “问题 ”为 
中 心 ， 认 为 数学 知识 的 学 习 可 以 在 问题 解决 的 过 程 中 进行 。 我 们 
暂且 不 论 包含 系统 知识 的 “问题 ”是 否 存 在 ， 单 从 知识 学 习 与 创 
造 力 培养 之 间 的 关系 来 看 ， 这 样 的 做 法 也 是 不 合适 的 ， 事 实 上 是 
颠倒 了 两 者 的 关系 。 我 们 认为 ， 从 意识 到 问题 的 存在 ， 到 发 现 问 
题 之 所 在 、 寻 找 解 题 策略 、 确 定 解 题 策略 、 对 解 题 过 程 进行 反思 ， 
整个 问题 解决 过 程 中 处 处 都 体现 着 知识 的 作用 ， 而 创造 性 地 解决 
问题 所 需要 的 对 相关 知识 的 重新 表征 、 知 识 与 知识 之 间 的 新 颖 独 
特 的 联结 也 是 要 在 具备 相关 知识 的 基础 上 才能 获得 的 ， 因 此 ， 企 
图 通过 脱离 数学 基础 知识 的 系统 教学 而 培养 学 生 的 问题 解决 能 力 
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的 做 法 就 好 像 造 房 子 而 不 管 打 地 基 一 样 心 理学 的 研究 也 表明 ,只 
有 将 一 般 认识 能 力 训 练 与 学 科 知 识 学 习 相 结 合 ， 才 能 更 有 助 于 解 
决 问题 能 力 的 培养 。 否 则 ， 数 学 知识 的 学 习 会 变 得 零 零碎 碎 ， 学 
生 无 法 学 到 系统 的 数学 基础 知识 ， 而 解决 问题 能 力 的 培养 也 会 失 
去 必要 的 数学 基础 知识 的 保障 。 

值得 一 提 的 是 ， 到 目前 为 止 ,“ 问 题解 决 ” 的 始作俑者 一 一 美 
国 并 未 获得 什么 普遍 成 功 的 经 验 ， 他们 在 反思 的 基础 上 提出 了 应 
使 学 生 在 学 习 过 程 中 ,保持 概 念 理解 、 技 能 训练 与 问题 解决 三 者 
的 平衡 。 英 国 1997 年 2 月 发 布 教育 监察 报告 ， 认 为 过 去 25 年 基 


础 教育 “过 分 强调 独立 性 ， 反 对 传统 的 课堂 教育 ，…… ， 放 松 基 
础 算术 教学 ”等 对 英国 基础 教育 损害 巨大 。 国 际 上 的 这 些 动 向 是 
值得 我 国 的 数学 教育 工作 者 注意 的 。 


《三 ) 重视 策略 化 知识 的 教学 ， 数 学 教学 中 万 其 要 注重 数学 轩 
想 、 数 学 方法 的 教学 

数学 思想 ,数学 方法 既 要 理解 为 数学 中 的 深层 次 基础 知识 ,又 
要 理解 为 解决 问题 时 的 思维 策略 。 

心理 学 家 指出 ， 人 们 在 学 习 和 思考 时 ， 注 意 力 要 在 高 层次 的 
策略 性 知识 与 低层 次 的 描述 性 知识 及 程序 知识 之 间 不 断 转换 ， 不 
仅 要 意识 到 自己 的 加 工 材料 ， 而 且 要 意识 到 自己 的 加 工 过 程 和 加 
工 方法 , 不 断 反省 自己 的 策略 是 否 恰 当 , 优化 自己 的 加 工 过 程 。 因 
此 ， 要 使 元 认 知 在 创造 性 的 问题 解决 过 程 中 发 挥 作用 ， 就 必须 在 
头脑 中 储存 有 关 如 何 学 习 和 如 何 思考 的 策略 性 知识 。 在 数学 学 科 
里 ， 这 种 策略 性 知识 与 事实 性 知识 的 结合 是 非常 紧密 的 ， 是 相互 
浴 透 、 相 互 融合 的 , 只 要 教师 在 数学 课堂 教学 中 有 意识 地 渗透 、 传 
授 ， 学 生 就 可 以 通过 课堂 教学 获得 大 量 的 关于 解决 数学 问题 的 一 
般 的 和 特殊 的 策略 性 知识 。 例 如 ， 数 学 中 的 配方 法 、 换 元 法 、 香 
定 系数 法 、 判 别 式 法 、 反 证 法 、 数 学 归纳 法 等 基本 方法 ， 既 是 解 
决 问题 的 基本 手段 ， 又 是 数学 思想 的 直接 体现 ; 观察 、 分 析 、 猜 
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想 、 综 合 、 归 纳 、 类 比 、 抽 象 、 概 括 等 数学 思维 方法 是 思考 数学 
问题 的 一 般 方法 ; 数 形 结合 的 思想 、 函 数 与 方程 的 思想 、 分 类 讨 
论 的 思想 、 化 归 与 转化 的 思想 等 是 高 层次 的 数学 思想 方法 ， 具 有 
观念 性 的 作用 。 所 有 这 些 策略 性 知识 的 传授 都 可 以 与 数学 具体 知 
识 的 学 习 与 运用 结合 起 来 ， 成 为 数学 教学 整体 中 的 一 个 有 机 的 组 
成 部 分 。 新 修订 的 高 中 数学 教学 大 岗 中 把 数学 思想 和 方法 列 入 基 
础 知识 的 范畴 ， 使 数学 思想 和 方法 的 地 位 和 作用 得 到 了 更 充分 的 
体现 ， 这 有 利于 促使 广大 数学 教师 更 加 重视 对 数学 思想 和 方法 的 
教学 ， 从 而 更 有 利于 培 养 学 生 的 能 力 。 

《四 ) 重视 非 认 知 因素 的 作用 

前 面 我 们 对 动机 、 态 度 及 认 知 方式 等 与 创造 力 之 间 的 关系 作 
了 一 些 论述 ， 从 中 我 们 可 以 看 到 ， 发 展 学 生 的 内 在 动机 ， 培 养 学 
生 良 好 的 态度 ， 塑 造 学 生 健 全 的 人 格 ， 对 于 发 展 学 生 的 创造 力 是 
至 关 重 要 的 。 就 激发 学 习 动 机 而 言 ， 认 知心 理学 关于 有 意义 学 习 
的 理论 值得 我 们 重视 。 认 知心 理学 认为 ,要 使 学 生 的 学 习 成 为 有 
意义 学 习 ， 首 先 学 习 材料 本 身 必须 是 有 意义 的 ， 这 种 意义 包括 心 
理 意 义 和 社 会 意义 两 个 方面 ， 即 要 使 学 生 感到 所 学 习 的 数学 知识 
无 论 对 自身 发 展 还 是 对 社会 发 展 都 是 有 用 的 ; 第 二 ， 学 生 的 认 知 
结构 中 具有 适当 的 、 可 以 与 新 知识 进行 相互 联系 和 作用 的 知识 ,从 
另 一 个 角度 说 ,就 是 新 知识 对 学 生来 说 是 难度 适当 的 ， 新 知识 对 
学 生 既 有 智力 的 挑战 性 ， 又 使 学 生 经 过 努力 可 以 赢得 挑战 ， 用 维 
果 斯 基 的 话 来 说 , 就 是 新 知识 是 学 生 的 “最 近 发 展区 ”。 知识 处 于 
“最 近 发 展区 ”时 ， 最 能 激发 学 生 的 学 习 动 机 。 认 知心 理学 还 提出 
了 通过 引发 认 知 冲突 或 惊奇 感 来 激发 内 在 动机 的 做 法 。 饮 如 ， 有 
的 老师 在 指数 的 教学 时 , 先 拿 出 一 张 纸 , 对 学 生 说 : 这 张 只 有 .0. 1 
毫米 厚 的 纸 ,如 果 对 折 30 次 ,就 可 以 使 它 的 高 度 超过 珠穆朗玛 峰 ! 
不 信 头 家 可 以 算 算 看 。 这 一 问题 使 学 生 十 分 惊奇 ， 从 而 激发 了 他 
们 的 学 习 动机 ; 又 如 , 在 公式 Ya = |al, 的 教学 中 , 在 学 生 已 知 
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(Va)*=a (a 之 0) 的 前 提 下 , 问 学 生 Va=?, 学 生 回答 V4 一 
a 后 又 间 学 生 , 那么 (一 < 一 ? ,学生 回 答 (一 co 区 一 一 ea 后 , 教 
病 总 结 : 由 ?二 (一 a)? 应 有 Va 二 (一 a)5, 于 是 < 一 一 a， 即 任 
何 实数 都 等 于 它 的 相反 数 ! 从 而 引起 学 生 的 认 知 冲突 ， 这 一 冲突 
也 能 激 起 学 生 强 烈 的 学 习 动机 。 

学 习 应 当成 为 学 生 自己 的 积极 主动 的 活动 ， 而 这 需要 有 学 生 
对 学 习 任 务 的 持续 兴趣 作为 保障 ， 否 则 ， 外 部 奖 党 再 诱 人 也 不 能 
维持 长 时 间 的 艰苦 学 习 。 心 理学 家 认为 ， 只 有 设法 使 学 生 “ 卷 
入 ”任务 之 中 ,才能 达到 激励 内 在 动机 的 目的 。 促 使 学 生 “ 卷 
入 ”学 习 任务 的 最 佳 方法 是 使 学 生 经 常 具有“ 成功 体 验 ”。 要 做 到 
这 一 点 ， 除 上 面 所 说 的 学 习 任 务 难度 适当 ， 学 生 能 “ 跳 一 跳 摘 果 
子 ” 外 , 教师 还 应 向 学 生 传授 思维 的 方法 和 技巧 。 另 外 ,“ 教 师 应 
较 少 详细 叙述 事实 ， 较 多 提出 问题 ， 较 少 给 予 现成 答案 ;要 指出 
所 教 课程 的 戏剧 性 、 美 妙 之 处 ， 引 发 美感 ;必须 引发 智力 活动 过 
程 ， 必 须 产生 对 知识 本 身 的 感受 .”( 米 勒 ，1979》 

由 以 上 论述 我 们 可 以 看 到 ， 认 知 因素 与 非 认 知 因 素 事实 上 是 
学 生 认 知 活动 过 程 中 相辅相成 、 互 为 条 件 的 两 个 方面 。 当 然 ， 由 
于 学 生 认 知 水 平 发 展 的 限制 ， 特 别 是 非 认 知 因 素 的 不 稳定 性 ， 教 
师 的 启发 诱导 就 显得 极其 重要 。 教 师 应 在 组 织 课堂 教学 时 精心 安 
排 教学 过 程 ,设法 使 学 生 从 自己 的 切身 体验 出 发 去 学 习 新 知识 ,使 
学 生 的 学 习 变 得 富有 情趣 。 

(五 ) 树立 良好 的 “ 班 网 "， 为 学 生 营 造 和 谐 的 学 习气 氛 ， 使 
学 生 在 一 个 既 互 相 帮 助 ， 又 友好 竞争 的 环境 下 学 习 

首先 ， 教 师 应 发 挥 学 习 优秀 者 的 榜样 作用 ， 教育 其 他 学 生 向 
学 习 优 秀 者 看 齐 ， 虚 心 向 他 们 请 教 。 同 时 ， 教 师 也 要 使 学 习 优 秀 
者 认识 到 ， 同 学 之 间 互 相 帮 助 对 自己 的 学 习 也 有 促进 作用 。 因 为 
自己 领会 某 一 知识 并 能 运用 ,与 用 自己 的 语言 恰当 地 氢 述 知识 ,与 
使 自己 的 叙述 被 别人 听 懂 、 接 受 ， 并 不 是 同一 回 事 。 从 领会 知识 
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到 用 自己 的 语言 表述 知识 ， 再 到 让 别人 听 懂 自己 的 叙述 ， 每 一 步 
都 需要 经 过 一 个 重新 学 习 、 重 新 概括 的 过 程 。 没 有 对 知识 的 本 质 
属性 的 深刻 理解 ， 没 有 对 知识 的 发 生发 展 过 程 的 透彻 了 解 ， 就 不 
可 能 将 知识 用 浅显 易 伐 的 语言 表述 出 来 ， 只 有 和 洁 握 了 知识 的 内 在 
联系 形式 ， 才 能 将 知识 的 来 龙 去 脉 叙述 清楚 。 另 外 ， 教 病 一 定 要 
发 扬 课堂 民主 ， 创 造 一 种 积极 热情 的 、 相 互 支 持 、 相 互 理 解 的 师 
生 关系 ， 建 设 民主 的 、 活 路 的 、 热 烈 的 课堂 气氛 ， 按 照 课程 发 展 
的 其 体 情况 灵活 地 调整 教学 情景 ， 指 导 学 生 进行 有 效 的 学 习 。 教 
师 应 努力 学 会 客观 公正 地 评价 每 一 个 学 生 ， 使 他 们 都 树立 起 对 自 
己 行为 能 力 的 自信 心 ， 特 别 应 注意 以 积极 的 态度 对 待 “ 差 生 ” 或 
学 习 有 困难 者 ,对 他 们 应 多 鼓励 、 多 帮助 。 心理 学 实验 已 经 证 明 ， 
“教师 期 望 效应 ” 的确 存 在 , 因此 , 教师 应 保持 对 学 生 的 积极 期 望 ， 
以 使 学 生 对 这 种 期 望 作出 积极 的 反应 。 

我 们 认为 ， 数 学 教学 中 培养 学 生 的 创造 力 ， 既 是 时 代 发 展 的 
要 求 ， 也 是 数学 教学 内 部 规律 性 的 体现 ， 并 且 也 是 数学 学 科 的 优 
势 之 一 ， 因 此 应 成 为 广大 数学 教师 的 自觉 行动 。 


82 


第 二 章 ”数学 概念 的 学 与 教 


概念 是 思维 的 基本 单位 。 由 于 概念 的 存在 和 应 用 ， 人 们 可 以 
对 复杂 事物 作 简化 、 概 括 或 分 类 的 反映 ， 由 于 概念 是 在 揭示 了 经 
验 的 内 在 联系 ， 获 得 了 事物 的 本 质 特征 以 后 形成 的 ， 所 以 概念 增 
加 了 经 验 的 意义 。 概 念 将 事物 依 其 共同 属性 而 分 类 ， 依 其 属性 的 
差异 而 区 别 ， 因 此 概念 的 形成 可 以 帮助 学 生 了 解 事物 之 间 的 从 属 
与 相对 关系 。 概 念 也 可 以 使 人 们 在 没有 直接 经 验 的 条 件 下 获得 抽 
象 观念 ， 而 这 些 观念 既 可 以 用 于 新 的 情景 分 类 ， 也 可 以 用 作 同化 
或 发 现 新 知识 的 固着 点 ， 同 时 ， 概 念 之 间 还 可 以 组 成 具有 潜在 意 
义 的 命题 ， 因 而 概念 的 学 习 是 最 重要 的 学 习 课题 之 一 。 


第 一 节 ”概念 学 习 的 概述 


一 ”概念 的 定义 


概念 是 哲学 、 退 辑 学 、 心 理学 等 许多 学 科 的 研究 对 象 。 各 学 
科 对 概念 的 理解 是 不 一 样 的 。 暂 学 上 把 概念 理解 为 人 脑 对 事物 本 
质 特 征 的 反 喘 。 而 心理 学 对 概念 的 理解 比 哲学 要 宽泛 些 , 一 般 的 ， 
心理 学 认为 概念 是 同人 的 分 类 行为 紧密 联系 在 一 起 的 。 例 如 ， 行 
为 主义 者 认为 概念 是 有 机 体 对 相似 刺激 物 或 同类 刺激 物 作出 共同 
反映 的 能 力 。 这 种 解释 对 初级 的 具体 概念 是 适宜 的 ， 但 它 没有 指 
出 概念 应 该 抽象 出 事物 的 本 质 属性 。 认 知心 理学 则 把 概念 定义 为 
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“符号 所 代表 的 具有 标准 共同 属性 的 对 象 、 事 物 、 情境 或 性 质 .” 这 
里 的 符号 主要 是 指 具有 一 般 意义 的 词 。 例 如 ， 看 到 “ 贺 ” 这 个 词 ， 
人 们 的 脑子 里 立刻 引起 一 般 的 圆 的 表象 ， 它 不 是 指 某 一 个 具体 的 
贺 , 而 是 指 抽象 的 圆 , 世界 上 并 不 存在 这 种 离开 具体 圆 的 抽象 融 ， 
这 时 ，“ 圆 ”这 个 词 就 代表 了 一 个 概念 。 现 代 认 知心 理学 认为 ， 概 
念 具有 发 展 性 ， 随 着 知识 结构 的 不 断 完 善 ， 学 生 对 概念 的 理解 就 
从 具体 水 平 向 抽象 性 水 平 发 展 ， 从 日 常 概念 (有 时 这 种 概念 是 错 
误 的 ) 向 科学 概念 发 展 。 

概念 通常 包括 四 个 方面 : 概念 的 名 称 、 定 义 、 例 子 和 属性 。 例 
如 ,“ 圆 ”这 个 概念 ,“ 圆 ”这 个 词 是 概念 的 名 称 ;“ 到 定点 的 距离 
等 于 定 长 的 点 的 集合 叫做 圆 ”是 概念 的 定义 ; 符合 定义 特征 的 具 
体 图 形 都 是 概念 的 例子 , 称 为 正 例 ， 否 则 叫 反例 ;“ 圆 ” 的 属性 有 ， 
是 平面 图 形 、 封 闭 的 、 存 在 一 个 圆心 、 圆 心 到 圆 上 各 点 的 距离 为 
半径 〈 定 长 )， 等 等 。 


二 概念 的 分 类 


所 谓 概 念 分 类 ， 就 是 依照 某 种 标准 ， 将 事物 划分 为 若干 个 类 
别 ， 而 这 些 类 别 之 向 是 有 内 在 联系 性 的 。 

人 类 世界 是 由 大 量 可 辨别 的 不 同 物体 .事件 和 人 物 组 成 的 , 世 
界 上 没有 完全 相同 的 两 个 人 ， 所 请 “一 个 人 不 能 同时 跨 进 一 条 
河 ” 形 容 的 就 是 世界 上 的 事物 随时 间 、 地 点 、 条 件 的 变化 而 变化 
的 道理 ， 而 人 类 之 所 以 能 应 付 周围 环境 的 随时 变化 ， 就 是 因为 有 
了 分 类 能 力 。 凭 借 这 种 能 力 ， 人 们 可 以 对 周围 的 物体 、 事 件 和 人 
物 进 行 分 类 。 当 人 接收 到 环境 信息 时 , 他 可 以 利用 类 别 作出 推理 ， 
从 而 超越 所 给 的 信息 ， 达 到 认 知 (学 习 ) 的 目的 。 例如 ， 当 学 生 
通 到 一 个 数学 问题 时 ， 通 过 阅读 ， 他 会 将 问题 归结 为 几何 问题 或 
代数 问题 ， 等 等 ， 对 于 几何 问题 ， 他 又 会 进一步 归结 为 平面 几何 
或 立体 几何 , 然后 又 归结 为 是 度量 问题 ( 求 角度 、 长 度 、 面积 、 体 
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积 等 ) 还 是 关系 问题 (位 置 关 系 、 大 小 关系 等 ), 再 归结 到 三 角形 、 
四 边 形 ，…… 最 后 用 具体 知识 进行 解答 。 因 此 ， 学 生 的 整个 解 题 
过 程 ， 可 以 看 成 是 一 系列 的 分 类 过 程 。 所 以 , 分 类 是 人 类 认 知 的 
基本 手段 ， 分 类 “就 是 要 分 别 对 待 各 种 相同 的 事物 ， 对 周围 的 各 
种 物体 事件 和 人 进行 归 类 ， 并 根据 它们 这 一 类 别 的 成 员 关 系 而 不 
是 它们 的 独特 性 对 它们 作出 反应 ”， 而 类 别 则 是 人 类 认 知 的 工具 。 
学 习 和 利用 类 别 是 一 种 最 基本 、 最 普遍 的 认 知 形式 。 人 类 是 通过 
这 种 认 知 形式 来 适应 环境 的 。® 

分 类 活动 是 以 掌握 相应 事物 的 关键 属性 为 前 提 的 ， 分 类 活动 
必须 符合 一 定 规 则 ， 这 些 规 则 是 : 〈1》 要 以 关键 属性 作为 分 类 标 
准 。 如 “ 凸 平面 四 边 形 ”的 关键 属性 有 : 平面 图 形 、 封 闭 的 、 四 
条 边 、 四 个 角 、 凸 图 形 等 。(2) 指明 关键 属性 的 组 织 方式 。 如 四 
条 按 不 共 面 、 不 封闭 ， 则 不 是 凸 平面 四 边 形 。(3》 要 确立 公认 的 
限制 条 件 。 如 凸 平面 四 边 形 可 以 有 大 小 、 形 状 等 的 差别 ， 但 是 它 
只 能 有 四 条 边 ， 这 是 公认 的 限制 条 件 。(4) 要 权衡 各 种 不 同 的 属 
性 〈 即 娜 些 是 关键 属性 ， 哪 些 是 无 关 属 性 )。 例 如 ,四平 曾 四边形 
的 四 条 边 可 以 有 长 短 、 四 个 角 可 以 有 大 小 , 这 些 都 不 是 关键 属性 。 

在 概念 学 习 过 程 中 ， 分 类 活动 占有 非常 重要 的 地 位 。 分 类 是 
概念 获得 的 基础 ， 是 对 概念 的 内 涵 进 行 认 识 的 过 程 ; 分 类 活动 有 
助 于 学 生 更 深刻 地 理解 概念 之 间 的 关系 ; 分 类 活动 有 助 于 学 生 从 
整体 上 把 握 概 念 ， 分 类 是 概括 的 基础 ， 因 此 分 类 活动 有 助 于 提高 
学 生 的 概括 能 力 ; 通过 分 类 ， 可 将 事物 依 其 属性 而 归 类 ， 依 其 相 
互 之 间 的 联系 而 成 系统 ， 而 类 别 清晰 、 逻 辑 关 系 明 确 的 概念 系统 
有 利于 记忆 和 检索 。 所以, 教师 必须 十 分 重视 概念 分 类 这 一 环节 。 

人 们 在 对 事物 或 问题 进行 分 类 时 ， 一 般 是 根据 问题 的 各 种 属 
性 及 其 关系 作出 判断 的 。 那么 ， 人 们 是 如 何 组 合 各 种 属性 从 而 作 
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出 分 类 的 呢 ? 心理 学 家 认为 ， 组 合 不 同属 性 的 方式 有 三 种 ， 它 们 
分 别 代表 了 三 种 类 型 的 概念 : 一 是 “联合 属性 ”, 即 几 种 属性 联合 
在 一 起 对 概念 来 下 定义 。 这 样 所 定义 的 概念 称 为 “ 合 取 概 念 ”。 例 
如 ，“ 上 映射 ”就 是 一 个 合 取 概 念 ; 设 4，B 是 两 个 集合 , f; A 一 B 
是 一 个 对 应 法 则 ， 如 果 对 于 集合 4 中 任意 一 个 元 素 a， 通 过 法 则 
六 在 集合 互 中 都 有 唯一 的 一 个 元 素 4 与 之 对 应 ， 则 f: 4 一 B 称 
为 从 集合 4 到 集合 B 的 映射 。 这 里 , 对 于 集合 4 中 任意 一 个 元 素 
a, 通过 法 则 六 在 集合 B 中 不 但 有 元 素 与 之 对 应 , 而 且 是 唯一 的 
“有 ”和 “唯一 ”就 是 两 个 属性 。 二 是 “单一 属性 *， 即 在 许多 事 
物 的 各 种 属性 中 , 找 出 一 种 (或 几 种 ) 共同 属性 来 对 概念 下 定义 。 
这 样 所 定义 的 概念 称 为 “ 析 取 概念 ”。 例 如 ， 在 定义 “椭圆 ”、“ 双 
曲线 ”、“ 拍 物 线 ” 的 基础 上 再 定义 “ 圆 欠 曲 线 ”:“ 从 顶点 向 两 侧 
伸 长 的 两 叶 圆 锥 面 和 任 一 平面 相交 而 成 的 曲线 ”, 这 里 的 “圆锥 曲 
线 ” 就 是 析 取 了 “ 椭 贺 ”"、“ 双 曲线 "、“ 抛 物 线 ” 等 的 共同 属性 而 
获得 的 。 三 是 “关系 属性 ", 即 以 事物 的 相对 关系 作为 对 概念 下 定 
义 的 依据 。 这 样 所 定义 的 概念 称 为 “关系 概念 ”。 例 如 ，“ 正 方 
形 ” 就 是 一 个 关系 概念 它 既 要 是 凸 四 边 形 ， 又 要 求 四 条 边 相 等 ， 
还 要 求 四 个 角 是 直角 。 显 然 ， 在 数学 中 ， 上 述 三 种 概念 都 是 大 量 
存在 的 。 


三 ”数学 概念 的 特点 


由 于 数学 的 研究 对 象 是 事物 的 数量 关系 和 空间 形式 ， 而 这 种 
关系 和 形式 是 脱离 了 事物 的 具体 物质 属性 的 ， 因 此 ， 数 学 概念 有 
与 此 相对 应 的 特点 。 

1. 数学 概念 是 反映 一 类 事物 在 数量 关系 和 空间 形式 方面 本 
质 属性 的 思维 形式 ， 它 是 排除 一 类 对 象 的 基体 物质 内 容 以 后 的 抽 
象 ， 反 映 的 是 一 类 对 象 在 数 与 形 方面 的 内 在 的 、 因 有 的 属性 ， 因 
而 它 在 这 一 类 对 象 的 范围 内 具有 普遍 意义 。 

86 


2, 数学 概念 是 人 类 对 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 的 简 
明 、 概 括 的 反映 ， 并 且 都 由 反 瑞 概念 本 质 特 征 的 符号 来 表示 ， 这 
些 符 号 使 数学 的 表述 形式 比 别 的 学 科 更 加 简明 、 清 晰 、 准 确 。 数 
学 概念 的 这 种 特性 使 学 生 在 较 短 时 间 内 掌握 大 量 数学 概念 及 其 系 
统 成 为 可 能 。 例 如 ， 在 数学 发 展 史上 ， 数 系 的 建立 经 历 了 两 千 多 
年 ， 如今， 学 生 凭 借 现 有 的 数 的 符号 ， 可 以 在 较 短 的 时 间 内 掌握 
数 系 的 全 部 概念 。 而 在 中 国 数学 的 发 展 史 上 ， 由 于 没有 发 明 简 明 
的 数学 符号 而 使 数学 的 发 展 受 到 极 大 阻碍 的 例子 是 非常 多 的 如 
以 一 、 二 、 三 、 四 、 五 、…… 作为 数 的 符号 ， 在 书写 和 运算 上 均 
不 如 用 1，2，3，4，5，… 方 便 )， 这 说 明 在 数学 的 发 展 中 引进 恰 
当 的 符号 来 表示 概念 是 非常 重要 的 ， 这 是 数学 概念 的 一 个 重要 特 
点 。 

3. 数学 概念 是 具体 性 与 抽象 性 的 辨证 统一 。 一 些 数学 基本 概 
念 是 一 类 事物 在 数量 关系 和 空间 形式 方面 的 关键 属性 的 抽象 ， 具 
有 了 明显 的 直观 意义 ， 但 往往 用 形式 化 语言 来 表述 ; 数学 中 有 许多 
概念 是 在 抽象 之 上 的 抽象 , 是 由 概念 所 引出 的 概念 (如 1, 2, 3 是 
对 真实 事物 的 直接 抽象 ， 而 那些 较 大 的 数 则 是 建立 在 已 有 概念 的 
抽象 分 析 之 上 : 对 于 “已 知 <， 则 可 得 * 十 1” 的 理解 使 人 们 可 以 
获得 自然 数 的 无 限 序列 : 1，2，3，…，z，z 十 1，…);， 数学 中 还 
有 许多 概念 是 “思维 的 自由 想象 和 创造 的 产物 ”, 它们 与 真实 世界 
的 距离 是 非常 遥 远 的 , 如 “虚数 ”、“n 维 空间 ”等 。 所 有 这 些 都 说 
明 , 数学 是 高 度 抽 象 的 。 但 另 一 方面 , 数学 概念 又 是 非常 具体 的 ， 
一 个 数学 概念 的 背后 有 许多 具体 内 容 为 支撑 ， 学 生 只 有 人 掌握 了 数 
学 概念 的 定义 ， 同 时 又 能 够 举 出 概念 的 具体 事例 ， 才 算 真 正 掌 握 
了 数学 概念 ， 从 这 个 角度 来 说 ， 数 学 概念 又 是 非常 具体 的 。 

4. 数学 概念 具有 很 强 的 系统 性 。 前 已 指出 ,数学 概念 往往 是 
“抽象 之 上 的 抽象 ?>， 先 前 的 概念 往往 是 后 续 概 念 的 基础 ， 从 而 形 
成 了 数学 概念 的 系统 ,公理 化 体系 就 是 这 种 系统 性 的 最 高 反映 . 数 

87 


学 概念 的 这 种 特性 要 求学 生 在 数学 学 习 时 必须 做 到 循序 渐进 ， 一 
步 一 个 脚印 ， 扎 扎实 实地 打 好 基础 。 

值得 指出 的 是 ， 数 学 概念 的 特点 不 能 与 个 体 所 掌握 的 数学 概 
念 的 特点 相 混 滑 。 个 体 所 掌握 的 数学 概念 是 与 他 本 人 的 数学 认 知 
结构 水 平 相 适应 的 ， 即 同一 个 数学 概念 ， 由 于 认 知 结构 水 平 的 不 
同 ， 存 在 着 不 同 水 平 的 理解 。 例 如 “函数 ”这 个 概念 ， 初 中 学 生 
只 能 作 “ 对 于 给 定 区 间 上 的 每 一 个 + 值 都 有 唯一 的 一 个 y 值 与 之 
对 应 ， 则 y 就 是 z 的 函数 ”之 类 的 直观 理解 ， 而 高 中 学 生 就 可 以 
用 集合 论 的 语言 ， 从 映射 的 观点 出 发 来 理解 。 这 种 抽象 水 平 的 层 
次 性 反映 了 学 生 数 学 认 知 结构 水 平 对 概念 掌握 的 制约 性 ， 这 是 教 
师 把 握 概念 教学 要 求 的 依据 之 一 。 


第 二 节 ”数学 概念 的 获得 


一 ”概念 获得 的 不 同形 式 


学 生理 解 和 掌握 概念 的 过 程 实际 上 是 掌握 同类 事物 的 共同 、 
关键 属性 的 过 程 。 例 如 ， 学 习 “ 棱 锥 ”这 个 概念 ， 就 是 掌握 : 凸 
多 面体 、 底 面 是 多 边 形 、 侧 面 是 有 一 个 公共 顶点 的 三 角形 等 几 个 
关键 属性 。 同 类 事物 的 关键 属性 可 以 由 学 生 从 大 量 同类 事物 的 不 
同 例证 中 独立 发 现 ， 这 种 概念 获得 的 方式 叫做 概念 形成 也 可 以 
用 定义 的 方式 向 学 生 直 接 揭示 ， 学 生 利用 已 有 认 知 结构 中 的 有 关 
知识 来 理解 新 概念 ， 这 种 获得 概念 的 方式 叫做 概念 同化 。 概 念 形 
成 与 概念 同化 是 两 种 基本 的 概念 获得 方式 。 

由 于 数学 学 习 是 掌握 前 人 已 经 发 现 的 数学 知识 ， 把 前 人 的 数 
学 活动 经 验 转变 成 自己 的 经 验 ， 使 其 成 为 自己 解决 问题 的 工具 的 
过 程 , 因此 概念 同化 是 学 生 获 得 数学 概念 的 最 基本 方式 ,但 是 , 由 
于 学 生 的 认 知 结构 处 于 发 展 过 程 之 中 ， 他 们 的 数学 认 知 结构 比较 
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简单 、 数 学 知识 比较 贫乏 而 具体 ， 在 学 习 新 的 数学 知识 时 ， 作 为 
“固着 点 > 的 已 有 知识 往往 很 少 或 者 不 具备 , 这 时 他 们 就 只 能 采取 
概念 形成 方式 来 学 习 。 另 一 方面 ， 存 着 年 龄 的 增长 ， 短 识 经 验 的 
不 断 丰 富 ， 学 生 所 掌握 的 概念 系统 也 从 具体 到 抽象 、 从 简单 到 复 
杂 、 从 未 分 化 到 分 化 、 从 分 散 到 统一 地 连续 不 断 地 获得 发 展 ， 相 
应 的 ， 学 生 获 得 概念 的 方式 也 在 发 生变 化 。 年 龄 越 修 ， 认 知 结构 
越 简单 而 具体 ， 概 念 形成 的 方式 就 用 得 越 多 。 


二 概念 形成 


概念 形成 过 程 实质 上 是 抽象 出 某 一 类 对 象 或 事物 的 共同 本 质 
特征 的 过 程 。 概 念 形成 过 程 可 概括 如 下 : 

1. 辨别 各 种 刺激 模式 。 这 些 刺激 模式 可 以 是 学 生 自 己 在 日 党 
生活 中 的 经 验 或 事实 ， 也 可 以 是 由 教师 提供 的 有 代表 性 的 典型 事 
例 。 但 不 管 是 哪 种 刺激 模式 ， 都 必须 通过 比较 ， 在 知觉 水 平 上 进 
行 分 析 、 辩 认 ， 根 据 事物 的 外 部 特征 进行 概括 。 例 如 ， 形 成 矩形 
概念 ， 先 让 学 生 辨认 他 们 所 熟悉 的 实例 , 像 桌 面 、 墙 壁 、 黑 板 、 书 
本 表 而 等 。 

2. 分 化 出 各 种 刺激 模式 的 属性 。 为 了 理解 该 类 刺激 模式 的 本 
质 属性 ， 就 需要 对 各 种 刺激 模式 的 各 个 属性 手 以 分 化 。 例 如 ， 桌 
面 是 木 制 的 ， 可 看 成 是 四 边 形 ， 两 组 对 边 分 别 平行 并 且 相 等 ， 四 
个 角 相 等 ， 等 。 墙 蹄 、 黑 板 、 书 本 表面 等 也 有 各 自 的 属性 。 

3. 抽象 出 各 个 刺激 模式 的 共同 属性 , 并 提出 它们 的 共同 关键 
属性 的 种 种 假设 。 上 例 中 ， 共 同属 性 有 ， 可 抽象 地 看 成 平面 四 边 
形 ; 四 个 角 相等 ; 两 组 对 边 分 别 平行 并 且 相 等 ， 等 等 。 共 同 关键 
属性 可 假设 为 :(1) 两 组 对 边 分 别 平行 并 且 四 个 角 都 是 直角 的 四 
边 形 是 矩形 ，(2) 两 组 对 边 分 别 相等 并 且 了 四 个 角 都 是 直角 的 四 边 
形 是 矩形 ;《〈3) 四 个 角 都 是 直角 的 平面 四 边 形 是 矩形 ;等 等 。 这 
里 ， 提 出 关键 属性 假设 的 方法 是 一 条 或 几 条 共同 阁 性 的 结合 。 
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4 在 特定 的 情境 中 检验 假设 ,确认 关键 属性 ,检验 过 程 中 , 采 
用 变 式 是 一 种 有 效 手段 。 如 上 例 中 ， 通 过 变 式 可 以 发 现 ， 三 个 假 
设 在 各 种 变 式 中 均 出 现 ， 因 而 都 可 确认 为 关键 属性 。 

5. 概括 , 形成 概念 。 验证 了 假设 以 后 , 把 关键 属性 抽象 出 来 ， 
并 区 分 出 有 从 属 关 系 的 关键 属性 ， 使 新 横 念 与 已 有 认 知 结构 中 的 
相关 观念 分 化 ， 用 语言 概括 成 为 概念 的 定义 。 上 例 中 ， (1) 和 
(2) 中 的 “四 个 角 都 是 直角 ”与 “有 一 个 角 是 直角 ”具有 从 属 关 
系 ， 而 四 边 形 只 要 有 “两 组 对 边 分 别 平行 ”及 “一 个 角 为 直角 ”， 
那么 就 能 推出 “两 组 对 边 分 别 相 等 ”和 “四 个 角 都 是 直角 ”， 因此 
只 要 取 前 两 个 关键 属性 即 可 。 于 是 将 矩形 定义 为 “两 组 对 边 分 别 
平行 并 且 有 一 个 角 为 直角 的 四 边 形 ”。 

6. 把 新 概念 的 共同 关键 属性 推广 到 同类 事物 中 去 。 这 既是 在 
更 大 范围 内 检验 和 修正 概念 定义 的 过 程 ， 又 是 一 个 概念 应 用 的 过 
程 ， 从 中 可 以 看 出 概念 的 本 质 特征 是 否 已 被 学 生 真 正 理解 。 因 此 
在 这 个 过 程 中 ， 教 师 可 以 用 一 些 概 念 的 等 值 语言 来 让 学 生 进行 判 
浙 和 推理 。 上 例 中 ,“ 对 角 线 相等 并 且 平分 ”就 是 皇 形 概念 的 等 值 
语言 。 事 实 上 ， 这 个 过 程 是 使 新 概念 与 已 有 认 知 结构 中 比较 稳定 
的 相关 观念 建立 起 牢固 的 实质 性 联系 的 过 程 ， 因 此 这 是 概念 形成 
的 一 个 非常 重要 的 步骤。 

7. 用 习惯 的 形式 符号 表示 新 概念 。 通 过 概念 形成 的 上 述 步 
除 ， 学生 比 较 全 面 地 了 解 概念 的 内 涵 ， 而 且 还 向 握 概念 的 许多 具 
体例 证 ， 对 于 概念 的 各 种 变 式 也 有 较 好 的 理解 ， 总 之 ， 学 生 对 概 
念 的 内 涵 和 外 延 都 有 了 比较 准确 、 全 面 的 理解 。 这 时 ， 就 应 该 及 
时 地 引进 数学 符号 。 引 进 数 学 符号 以 后 ， 应 当 引 导 学 生 把 符号 与 
它 所 代表 的 实质 内 容 联 系 起 来 ,使 学 生 在 看 到 符号 时 就 能 够 联想 
起 符号 所 代表 的 概念 及 其 本 质 特征 。 事 实 上 ， 如 果 概 念 的 符号 能 
够 与 概念 的 实质 内 容 建立 起 内 在 联系 ， 那 么 ， 符 号 的 掌握 可 以 提 
高 学 生 的 抽象 概括 能 力 。 数 学 中 的 逻辑 推理 关键 就 在 于 能 够 合理 、 
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恰当 地 应 用 符号 ， 而 这 又 要 依靠 对 符号 的 实质 意义 的 把 握 。 在 概 
念 学 习 中 ， 形 式 地 掌握 符号 而 不 届 得 符号 本 质 涵义 的 情况 是 经 党 
发 生 的 , 这 时 符号 将 使 知识 学 习 产 生 困难 , 导致 数学 推理 的 错误 。 
例如 在 函数 的 学 习 中 , 由 于 对 函数 的 一 般 表达 式 y 二 f(z) 中 工 ,y， 
下 的 意义 不 理解 ,经 常会 出 现 类 似 于 f(z 十 x2) 二 fz) 十 f(z2) 的 
错误 。 

用 概念 形成 方式 教学 概念 时 ， 教 师 必须 注意 按 学 生 的 心理 发 
展 规律 办 事 。 首 先 ， 给 学 生 提供 的 刺激 模式 应 该 是 正 例 ， 而 且 数 
量 要 恰当 ， 其 次 ， 向 学 生 呈 现 刺 激 模式 时 ， 应 该 采用 同时 呈现 的 
方式 ， 以 利于 学 生 进 行 分 析 、 比 较 ， 这 样 可 以 减轻 学 生 的 记忆 负 
担 ， 第 三 ， 要 注意 选择 那些 刺激 强度 适当 、 变 化 性 大 和 新 颖 有 赵 
的 例子 作为 刺激 模式 ， 这 样 的 刺激 模式 有 利于 学 生 进行 深入 的 观 
察 ， 展 开 积极 的 思维 活动 ， 对 各 个 刺激 模式 的 属性 进行 充分 的 分 
化 ， 对 刺激 模式 之 间 的 各 种 属性 进行 比较 ， 有 利于 培养 学 生 从 平 
常 的 现象 中 发 现 不 平常 的 性 质 、 从 狐 似 无 关 的 事物 中 发 现 相 似 点 
或 因果 关系 的 能 力 ; 第 四 ， 要 让 学 生 进行 充分 的 自主 活动 ， 使 他 
们 有 机 会 经 历 概 念 产生 的 过 程 ， 了 解 概念 产生 的 条 件 ， 把 气概 念 
形成 的 规律 ， 在 分 化 和 比较 的 基础 上 ， 引 导 学 生 及 时 对 各 个 刺激 
模式 中 的 共 间 属性 进行 抽象 .并 从 共同 特征 中 抽象 出 本 质 属性 ,及 
时 对 概念 的 本 质 特征 进行 抽象 概括 ， 有 利于 学 生 更 加 准确 、 迅 速 
地 掌握 概念 ， 因 为 这 时 学 生还 没有 把 智力 动作 与 刺激 模式 中 的 无 
关 特征 联系 起 来 的 习惯 ， 否 则 就 有 可 能 使 无 关 特 征 得 到 强化 ， 使 
学 生 将 刺激 模式 中 的 无 关 特 征 当成 本 质 特 征 ， 从 而 产生 对 概念 的 
错误 理解 ; 第 五 , 在 确认 了 事物 的 关键 属性 , 概括 成 概念 以 后 , 教 
师 应 该 采取 适当 的 措施 ， 使 学 生 认 知 结构 中 的 新 旧 概念 分 化 ， 以 
免 造 成 新 旧 概 念 的 混 消 ， 新 概念 被 旧 概 念 所 淹没 ， 例 如 ， 学 习 三 
角 函 数 中 的 “第 一 象限 的 角 ” 这 个 概念 以 后 ， 如 果 不 及 时 与 已 有 
的 “锐角 ”概念 分 化 ， 则 学 生 很 可 能 把 它 与 锐角 等 同 起 来 ; 第 六 ， 
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必须 使 新 概念 纳入 到 已 有 的 概念 系统 中 去 ， 使 新 概念 与 认 知 结构 
中 已 有 的 起 固着 点 作用 的 相关 观念 建立 起 实质 的 和 非 人 为 的 联 
系 。 这 样 可 以 使 概念 的 记忆 效果 提高 ， 有 利于 概念 的 检索 ， 有 利 
于 用 掌握 的 概念 去 吸收 和 理解 新 的 知识 。 

在 用 概念 形成 的 方式 进行 概念 教学 时 ， 教 师 的 语言 中 介 作 用 
很 大 ， 因 为 教师 的 语言 引导 可 以 使 学 生 更 加 有 的 放 矢 地 对 概念 的 
具体 事例 进行 分 析 、 归 纳 和 概括 。 藻 则 ， 学 生 就 很 可 能 会 用 “党 
试 错误 ”的 方式 去 辨别 、 分 化 概念 的 具体 事例 ， 这 样 会 减缓 辨别 
的 速度 ， 使 具体 事例 的 各 种 属性 的 分 化 不 充分 ， 由 此 就 会 影响 到 
概括 的 质量 。 另 外 ， 教 师 还 应 该 设法 用 一 定 的 教学 情境 来 引导 学 
生 回忆 和 提取 与 概念 学 习 相关 的 知识 ， 激 发 新 概念 与 已 有 认 知 结 
构 的 矛盾 ， 引 起 学 生 的 积极 思维 ， 使 学 生 积 极 主动 地 投入 学 习 。 

应 当 强 调 ， 用 概念 形成 方式 进行 概念 教学 时 ， 教 师 一 定 要 扎 
扎实 实地 引导 学 生 完成 概念 形成 的 每 一 个 步 又， 如 果 没 有 经 历 概 
念 形成 的 全 过 程 ， 学 生 往 往 很 难 全 面 正确 地 理解 概念 ， 很 容易 造 
成 对 概念 的 片面 、 孤 立 甚至 是 错误 的 理解 。 教 师 应 当 引 导 学 生 在 
认 清 概念 的 内 涵 以 后 再 进行 概念 应 用 ， 引 导 他 们 在 揭示 概念 背后 
的 丰富 内 容 的 基础 上 形成 新 概念 ， 在 建立 新 概念 与 已 有 认 知 结构 
中 有 关 观 念 的 实质 性 和 非 人 为 的 联系 上 下 功夫 ， 而 不 仅仅 是 在 字 
面 上 逐 字 逐 句 地 再 现 概念 。 否 则 , 将 给 学 生 的 知识 保持 带 来 困难 ， 
而 且 也 会 使 学 生 的 思维 训练 受到 危害 ， 因 为 在 没有 清晰 地 把 握 概 
念 的 本 质 特征 就 去 应 用 概念 只 能 是 一 种 言 目的 应 用 ， 他 们 的 思维 
也 会 是 杂乱 无 章 的 。 


三 ”概念 同化 


随 着 年 龄 的 增加 ， 学 生 的 认 知 水 平 在 提高 ， 他 们 认 知 结构 中 
的 知识 越 来 越 丰富 ， 所 掌握 的 概念 也 越 来 越 成 系统 ， 相 应 地 ， 概 
念 同化 也 逐渐 成 为 他 们 获得 概念 的 主要 形式 。 概 念 同化 属于 接受 
92 


学 习 。 由 奥 苏 伯 尔 的 有 意义 接受 学 习 理论 可 知 ， 要 使 学 生 有 意义 
地 同化 新 概念 ， 必 须 : 第 一 ， 新 概念 具有 逻辑 意义 ; 第 二 ， 学 生 
的 认 知 结构 中 具备 同化 新 概念 的 适当 知识 ， 第 三 ， 学 生 积极 主动 
地 使 这 种 其 有 潜在 意义 的 新 概念 与 他 认 知 结构 中 的 有 关 观 念 发 生 
相互 作用 ， 改 造 旧 知识 ， 使 新 概念 与 已 有 认 知 结构 中 的 相关 知识 
进一步 分 化 和 融会 贯通 。 

用 概念 同化 方式 学 习 概念 有 以 下 几 个 阶段 ， 

1. 揭示 概念 的 关键 属性 ， 给 出 定义 、 名 称 和 符号 。 如 “一 次 
函数 ”的 定义 为 “函数 y= 二 kz 十 5， 其 中 ,PER。” 

2, 对 概念 进 行 特殊 的 分 类 ， 讨 论 这 个 概念 所 包含 的 各 种 特 
例 , 突出 概念 的 本 质 特征 。 上 例 中 可 讨论 的 一 次 函数 特例 是 : > 一 
kr，2? 一 z，3 一 5，3 一 0， 等 等 。 要 突出 函数 表达 式 中 ， 自 变量 
的 次 数 为 一 次 这 个 关键 特征 。 

3, 使 新 概念 与 已 有 认 知 结构 中 的 有 关 观 念 建立 联系 , 把 新 观 
念 纳入 到 已 有 概念 体系 中 ， 同 化 新 概念 。 上 例 中 ， 把 一 次 函数 与 
孙 数 概念 、 一 次 多 项 式 概念 等 等 作 比 较 ， 认 识 一 次 函数 与 这 些 相 
关 概 念 的 联系 与 区 别 。 

4. 用 肯定 例证 与 否定 例证 让 学 生 辨认 ,使 新 概念 与 已 到 认 知 
结构 中 的 相关 概念 分 化 。 上 例 中 可 举 : ?一 z 一 1，? 一 一 z 十 2，2 一 
0，? 一 1，? 一 一 I，y 一 妇 ，iy 一 十 3 (a 关 0) 等 ， 并 要 求学 生 指 
出 相应 的 ,6 各 是 多 少 ,学 生 往往 认为 ?=0 不 是 一 次 函数 , 而 y 
三 x 一 1 中 的 6 一 1 等 。 这 一 阶段 可 以 纠正 理解 上 的 错误 。 

5. 把 新 概念 纳入 到 相应 的 概念 体系 中 ， 使 有 关 概 念 融会 贯 
通 ， 组 成 一 个 整体 。 

概念 同化 方式 获得 概念 ， 实 际 上 是 用 演绎 方式 理解 和 掌握 概 
念 。 因 为 它 是 从 抽象 定义 出 发 来 学 习 概念 的 ， 所 以 应 注意 及 时 应 
用 实例 ， 使 抽象 概念 获得 具体 例证 的 支持 。 学 习 中 ， 必 须 经 过 概 
念 分 类 这 人 一步 ， 因 为 它 可 以 使 学 生 从 外 延 角度 进一步 对 概念 进行 
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理解 , 使 他 们 对 概念 的 认识 进一步 深化 , 搞 清 概 念 的 各 个 方面 , 认 
清 概 念 的 各 种 特例 。 还 要 注意 ， 在 引入 概念 的 同时 ， 应 该 要 求学 
生 掌 握 一 定 的 智力 动作 ， 例 如 ， 如 何 判断 某 一 事物 是 否 隶 属于 该 
概念 ， 如 何 推出 隶属 于 该 概念 的 事物 的 相应 特征 等 。 这 样 可 以 防 
止 出现 知 道 概念 的 定义 责 不 知 如 何 将 它 用 于 解 题 的 情况 。 还 要 注 
意 为 学 生 及 时 提供 应 用 概念 进行 推理 、 论 证 的 机 会 ， 在 应 用 中 强 
化 概念 ， 以 防止 由 于 没有 经 历 梳 念 形成 的 原始 过 程 而 出 现 的 概念 
加 工 不 充分 、 理 解 不 深刻 的 情况 。 另 外 ， 一 定 要 将 所 学 概念 纳入 
到 已 有 认 知 结构 中 ， 形 成 概念 系统 ， 因 为 这 一 步 可 以 使 学 生 经 历 
一 次 新 的 概括 过 程 ， 使 学 生 了 解 到 有 关 概 念 之 间 的 逻辑 关系 ， 从 
而 深化 概念 的 理解 , 使 概念 掌握 得 牢固 , 并 能 用 来 解决 新 的 问题 。 

必须 注意 ， 数 学 概念 是 在 主客 体 相 互 作 用 的 基础 上 ， 主 体 反 
喘 客 体 时 所 产生 的 主观 产物 ， 因 此 概念 不 同 于 物体 ， 概 念 教学 的 
过 程 也 不 同 于 物体 的 传递 过 程 。 过 去 , 一 讲 到 知识 的 传授 或 接受 ， 
就 会 将 它 与 物体 的 传递 或 接受 模式 联系 起 来 ， 认 为 传递 或 接受 一 
定 是 既 不 改变 事物 的 性 质 也 不 改变 事物 的 存在 形式 ， 只 是 发 生 位 
置 移 动 而 已 。 因 而 在 数学 概念 的 教学 中 ， 一 讲 到 概念 同化 ， 就 会 
将 它 与 概念 的 接受 联系 起 来 ， 进 一 步 的 又 会 与 “注入 式 ” 教 学 联 
系 起 来 ， 学 生 只 能 是 被 动 地 接受 概念 。 事 实 上 ， 这 种 理解 是 片面 
的 ， 因 为 用 概念 同化 模式 进行 数学 概念 教学 时 ， 教 师 为 了 把 自己 
对 概念 的 理解 传授 给 学 生 ， 必 须 将 他 的 主观 理解 赋 子 一 定 的 客观 
形式 , 即 必须 借助 于 一 定 的 物质 媒体 《如 声波 、 光 波 、 文 字 等 ) 进 
行 编码 , 使 其 作为 主观 理解 的 载体 , 成 为 所 要 传递 信息 的 信号, 才 
能 进行 概念 的 教学 。 而 从 学 生 的 角度 来 说 ， 他 所 接收 到 的 并 不 是 
现成 的 概念 本 身 ， 而 是 教师 用 以 说 明 他 的 理解 的 媒体 或 信和 号， 他 
要 从 媒体 和 信号 中 获得 教师 所 传递 的 理解 或 信息 ， 则 必须 在 自己 
的 接受 系统 中 进行 一 系列 的 加 工 处 理 ， 进 行 各 种 形式 、 各 种 水 平 
的 变换 。 这 就 要 完成 一 系列 的 译 码 、 编 码 活动 ， 在 自己 的 头脑 中 
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重新 建构 对 概念 的 理解 。 因 此 ， 概 念 同化 过 程 同样 是 学 生 对 概念 
的 主动 理解 过 程 ， 是 学 生 利用 自己 已 有 认 知 结构 对 概念 进行 重新 
建构 的 过 程 。 这 样 ， 只 有 学 生 处 于 十 分 主动 的 状态 ， 积 极 进行 一 
系列 复杂 的 生理 、 心 理 水 平 的 变换 ， 即 能 动 的 反映 活动 才能 实现 
对 数学 概念 的 理解 。 

在 数学 概念 学 习 中 ， 两 种 方式 不 能 孤立 使 用 ， 如 果 仅 用 概念 
形成 方式 学 习 ， 显 然 不 符合 学 校 学 习 的 经 济 性 原则 ， 而 仅仅 用 概 
念 同化 方式 学 习 ， 由 于 数学 概念 的 高 度 抽象 性 ， 学 生 比 较 难以 把 
所 概念 背后 的 丰富 内 容 ， 难 以 理解 概念 的 关键 腐 性 ， 容 易 造成 学 
习 的 表面 化 。 内 此 应 把 两 者 结合 起 来 使 用 。 教 师 可 以 在 揭示 概念 
的 定义 之 后 ， 引 导 学 生 在 定义 的 指导 下 观察 实际 事例 ， 定 义 的 导 
向 可 以 使 学 生 比较 容易 地 揭示 实例 中 包含 的 与 概念 有 关 的 关键 属 
性 。 癌 时 ,通过 正 例 与 反例 的 应 用 , 通过 学 生 自 己 对 实例 的 比较 、 
分 析 、 概括 , 分 化 和 类 化 等 , 可 以 使 概念 的 关键 属性 变 得 清晰 , 使 
实例 成 为 理解 概念 的 思维 载体 ， 然 后 青 引导 学 生 将 新 概念 与 已 有 
认 知 结构 中 的 相关 观念 建立 联系 ， 形 成 概念 系统 。 

概念 形成 与 概念 同化 都 是 在 现 有 认 知 结构 的 基础 上 学 习 新 概 
念 ， 因 此 ， 在 概念 教学 中 ， 教 师 把 握 学 生 现 有 认 知 结构 的 状况 非 
常 重要 。 事 实 上 ， 学生 感知 和 理解 事物 的 一 般 方式 是 由 学 生 的 已 
有 认 知 结构 来 决定 的 ,新 的 概念 不 是 被 同化 到 现 有 认 知 结构 中 ,就 
是 改造 这 个 现 有 认 知 结构 以 接纳 新 概念 。 因 此 ， 新 概念 的 学 习 一 
定 要 适合 学 生 现 有 认 知 结构 的 水 平 ， 概 念 教学 得 以 充分 展开 的 根 
本 原动力 是 学 生 已 有 的 认 知 结构 与 新 概念 之 间 的 不 平衡 。 根据 皮 
亚 杰 的 认 知 发 展 理论 ， 学 生 在 过 到 新 概念 时 ， 总 是 先 用 已 有 认 知 
结构 去 同化 ， 如 果 获得 成 功 ， 就 得 到 暂时 的 平衡 ， 如果 同 化 不 成 
功 ， 则 会 调节 已 有 认 知 结构 或 建立 新 的 认 知 结构 , 以 顺应 新 概念 ， 
从 而 达到 新 的 平衡 。 教 师 应 依据 学 生 概念 学 习 的 这 种 机 制 ， 利 用 
新 概念 与 学 生 已 有 认 知 结构 之 间 的 差异 来 设置 相应 的 教学 情境 ， 
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以 使 学 生 能 够 意识 到 这 种 不 平衡 ， 从 而 引起 学 生 的 认 知 需要 ， 促 
使 学 生 展 开 积 极 主动 的 学 习 活 动 。 


第 三 节 ”影响 概念 学 习 的 因素 


一 “学 生 的 经 验 


学 生 获 得 概念 的 能 力 随 年 龄 的 增长 、 经 验 的 增加 而 发 展 ， 智 
力也 是 影响 概念 学 习 的 重要 因素 之 一 。 但 研究 表明 ， 就 智力 与 经 
验 对 概念 学 习 的 影响 程度 来 看 ， 经 验 的 作用 更 大 ， 丰 富 的 经 验 背 
景 是 理解 概念 本 质 的 前 提 ， 否 则 将 容易 导致 死记 硬 背 概念 的 字面 
定义 而 不 能 领会 概念 的 内 涵 。 这 里 的 “经 验 ” 除 了 来 自学 校 学 习 
以 外 ， 还 可 以 来 自 日 常生 活 而 且 日 常生 活 经 验 在 学 习 中 发 挥 着 非 
常 重要 的 作用 。 事 实 上 ， 学 生 掌 握 的 科学 概念 许多 都 是 从 日 常 概 
念 中 发 展 而 来 的 。 因 此 ， 教 师 应 注意 指导 学 生 从 自己 的 日 常生 活 
中 积累 有 利于 概念 学 习 的 经 验 ， 同 时 又 要 注意 利用 学 生 的 日 常 经 
验 ， 为 概念 教学 服务 。 . 

就 数学 概念 学 习 而 言 ,“ 经 验 ”对 新 概念 学 习 的 影响 更 多 地 表 
现在 概念 系统 的 扩张 上 ， 有 的 学 生 能 够 从 过 去 的 经 验 中 找 出 与 新 
概念 相关 的 概念 ， 在 比较 它们 异同 的 基础 上 建立 起 新 的 概念 ， 而 
有 的 学 生 则 会 受 这 种 经 验 的 干扰 , 产生 错误 的 概念 理解 ,例如 ,学 
生 对 于 平方 运算 是 从 小 学 就 开始 接触 的 ， 在 他 们 的 经 验 中 ， 平 方 
运算 只 与 “ 正 ”联系 在 一 起 ;另外 ， 关 于 方程 ， 他 们 所 熟悉 的 也 
是 一 次 的 ， 即 一 个 方程 对 应 一 个 解 。 在 学 习 “ 平 方 根 ”与 “算术 
平方 根 ” 这 两 个 概念 时 ， 由 于 一 个 正 数 的 平方 根 涉 及 到 正 负 两 个 
数 ,而 事实 上 这 两 个 数 就 是 方程 x*==a 的 两 个 根 ,这 与 他 们 的 经 验 
是 非常 不 同 的 , 于 是 就 出 现 了 “平方 根 ”概念 学 习 的 极 大 困难 ; 与 
此 同时 ， 又 要 学 习 “ 算 术 平方 根 ” 概 念 ， 这 样 就 出 现 了 有 时 要 取 
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正 负 两 个 值 ， 有 时 又 只 能 取 一 个 正 数 的 情况 ， 从 而 引起 学 生理 解 
上 的 混乱 。 

为 了 防止 经 验 对 新 概念 学 习 产生 的 消极 影响 ， 首 先 仍然 应 该 
在 基本 概念 的 教学 上 狠 下 功夫 ， 要 把 基本 概念 放 在 中 心地 位 ， 使 
它 成 为 联系 相关 知识 的 纽带 ， 突 出 概念 之 间 的 内 部 联系 性 。 数 学 
中 有 些 概 念 具有 统 贯 全 局 的 作用 ， 例 如 “集合 ”、 “函数 ”、“ 方 
程 ”"“ 了 距离” 等 ， 这 些 概 念 就 应 该 让 学 生 有 反复 接触 的 机 会 ， 并 
以 它们 为 基础 , 演绎 出 其 他 概念 , 用 奥 苏 伯 尔 的 话 来 说 , 就 是 : 从 
学 习 最 一 般 的 概念 然后 逐渐 分 化 出 较 其 体 的 概念 ， 往 往 是 最 有 效 
的 。 例 如 高 中 代数 中 ， 教 材 编排 由 “对 应 ”到 “映射 ”再 到 “ 函 
数 ” 再 到 “ 害 函 数 ”、“ 指 数 函 数 ”、“ 对 数 函 数 ” 等 具体 函数 ， 就 
是 按照 “逐渐 分 化 ”原则 安排 的 。 当 然 ， 并 不 是 所 有 的 内 容 都 可 
以 这 样 安排 的 ， 例 如 “ 数 系 ”就 不 可 能 按照 “复数 一 实数 一 有 理 
数 、 无 理 数 下 整数、 分数 一 自然 数 ” 的 顺序 安排 ， 对 于 这 样 的 内 
容 ， 教 学 时 就 要 注意 给 出 恰当 数量 的 实例 ， 使 学 生 有 一 个 从 各 个 
具 笨 例子 中 抽象 出 共同 特征 并 再 概括 出 本 质 特征 的 机 会 “实际 上 
就 是 应 该 注意 应 用 “概念 形成 ”的 教学 策略 ) ,由 浅 入 深 、 由 易 到 
难 、 由 已 知 到 未 知 地 进行 学 习 。 同 时 还 要 注意 及 时 引导 学 生 探讨 
新 旧 概 念 之 间 的 关系 ， 找 出 它们 的 相同 点 和 不 同 点 。 例 如 学习 
“二 次 根 式 ” 时 , 既 要 注意 由 (Va )=a(a>0), Va 二 a(a>0) 引 
出 Yai==|al(aER), 又 要 注意 将 Va 一 |a|(aER) 与 (Va)=~a 
(ae>0)，v 叶 一 a(e>0) 作 比较 , 找 出 它们 的 差异 ， 并 让 学 生 有 充 
分 的 实践 机 会 ， 以 建立 起 这 种 联系 与 差异 的 感觉 。 这 里 我 们 强调 
了 让 学 生 利用 概念 进行 反复 练习 的 重要 性 ,我 们 认为 ， 这 种 练习 
不 能 与 机 械 重 复 等 同 ， 因 为 数学 概念 与 学 生 的 现实 之 间 的 距离 比 
较 遥 远 ， 如 果 他 们 没有 机 会 对 概念 进行 反复 练习 ， 那 么 达到 理解 
所 和 需要 的 那 种 感觉 就 难以 建立 。 例如 “有理数 ">“ 无 理 数 ”概念 ， 
学 生 就 是 在 对 2，3，5 等 数 进行 开平 方 的 计算 过 程 中 ， 看 到 不 是 
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循环 小 数 , 而 有 些 数 又 是 有 限 小 数 或 循环 小 数 , 在 这 样 的 运算 、 比 
较 的 过 程 中 来 理解 和 掌握 它们 的 。 当 然 ， 这 种 反复 训练 应 该 与 学 
生 的 认 知 水 平 相互 适应 ,应 该 及 时 地 向 学 生 提出 理解 上 的 高 标准 。 
随 着 学 生年 龄 的 发 展 ， 数 学 学 习 的 深入 ， 他 们 可 以 逐渐 做 到 在 抽 
象 概念 的 指导 下 进行 实际 训练 ， 使 概念 应 用 与 理解 概念 之 间 相 互 
促进 ， 以 加 快 理解 速度 、 提 高 训练 效率 。 


二 感性 材料 或 感性 经 验 


概念 形成 主要 依靠 对 感性 材料 的 抽象 概括 ， 而 概念 同化 则 主 
要 依 奉 对 感性 经 验 的 抽象 概括 。 因 此 ， 感 性 材料 或 感性 经 验 是 影 
响 概 念 学 习 的 重要 因素 。 具 体 地 ， 可 以 从 下 列 四 个 方面 来 看 

1. 数量 。 感性 材料 和 感性 经 验 的 数量 太 少 , 学 生 对 概念 的 感 
知 不 充分 ， 对 掌握 概念 所 必须 的 经 验 不 能 建立 起 来 ， 就 难以 对 概 
念 对 象 的 各 种 要 素 进行 全面 瘤 别 ， 这 样 就 会 由 于 对 概念 的 关键 属 
性 和 无 关 属 性 的 比较 不 充分 而 无 法 建立 理解 概念 所 需要 的 坚实 基 
础 。 当 然 ， 这 种 数量 也 不 能 太 多 ， 否 则 ， 无 关 特 征 将 有 可 能 被 不 
恰当 地 强化 而 掩盖 了 关键 特征 。 

2. 变 式 。 变 式 是 变更 对 象 的 非 本 质 特 征 的 表现 形式 ,变更 观 
察 事物 的 角度 或 方法 ， 以 突出 对 象 的 本 质 特征 ， 突 出 那些 隐蔽 的 
本 质 要 素 ， 一句 话 ， 变 式 是 指 事物 的 肯定 例证 在 无 关 特 征 方 面 的 
变化 ， 让 学 生 在 变 式 中 思维 ， 可 以 使 学 生 更 好 地 掌握 事物 的 本 质 
和 规律 。 

变 式 是 概念 由 具体 向 抽象 过 滤 的 过 程 中 ， 为 排除 一 些 由 具体 
对 象 本 身 的 非 本 质 特征 带 来 的 干扰 而 提出 来 的 。 一 旦 变更 具体 对 
象 ， 那 么 与 具体 对 象 紧密 相 联 的 那些 非 本 质 特 征 就 消失 了 ， 而 本 
质 特征 就 显露 出 来 。 数 学 概念 就 是 通过 对 变 式 进行 比较 ， 舍 弃 非 
本 质 特征 并 抽象 出 本 质 特征 而 建立 起 来 的 。 例 如 ， 在 学 习 三 角形 
的 高 这 一 概念 时 ， 可 以 为 学 生 提供 如 图 2. 3. 1 的 变 式 ， 也 即 向 学 
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生 提供 一 些 在 形状 (锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 )、 位 置 等 方面 有 变 
化 的 不 同 三 角形 的 例证 ， 让 学 生 通 过 对 这 几 种 典型 变 式 的 思维 加 
工 ， 抽 象 概括 出 “三 角形 的 高 ”的 定义 。 


A B 
《1) 《27 《3)7 


， 图 2.3.1 

值得 注意 的 是 , 变 式 不 仅 可 以 在 概念 形成 过 程 中 使 用 , 也 可 
以 在 概念 的 应 用 中 使 用 。 因 此 ， 我 们 既 可 以 变更 概念 的 非 本 质 特 
征 ， 也 可 以 变换 问题 的 条 件 和 结论 ， 既 可 以 转换 问题 的 形式 或 内 
容 ， 也 可 以 配置 实际 应 用 的 各 种 环境 。 总 之 ， 就 是 要 在 变化 中 求 
不 变 ， 万 变 不 离 其 宗 。 这 里 ， 变 的 是 事物 的 物理 性 质 、 空 间 表 现 
形式 ， 不 变 的 是 事物 在 数 或 形 方面 的 本 质 特征 。 变 化 的 目的 是 使 
学 生 有 机 会 亲自 经 历 概 念 的 概括 过 程 ， 使 学 生 所 掌握 的 概念 更 加 
精确 、 稳 定 和 易于 迁移 ， 避 免 把 非 本 质 特 征 当成 本 质 特征 。 

变 式 的 运用 要 注意 为 教学 目的 服务 。 数 学 知识 之 间 的 联系 性 
是 变 式 的 依据 ， 即 利用 知识 的 相互 联系 ， 可 以 有 系统 地 获得 概念 
的 各 种 变 式 。 另 外 ， 变 式 的 运用 要 掌握 好 时 机 ， 只 有 在 学 生 对 概 
念 有 了 初步 理解 ,在 对 这 种 理解 的 进一步 深化 过 程 中 运用 变 式 , 才 
能 收 到 好 的 效果 ， 和 否则 ， 如 果 在 学 生 没有 对 概念 建立 初步 理解 时 
就 运用 变 式 ， 将 会 使 学 生 不 能 理解 变 式 的 目的 ， 变 式 的 复杂 性 会 
干扰 学 生 概 念 理解 的 思路 ， 使 学 生产 生理 解 上 的 混乱 。 
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3. 典型 性 。 实践 表 明 ,概念 的 本 质 特征 越 明 显 ,学习 越 容易 ， 
非 本 质 特征 越 多 、 越 明显 ,学习 越 困难 。 因 此 ， 在 对 概念 进行 举 
例 时 ， 为 了 突出 概念 的 本 质 特征 ,减少 学 习 困 难 ， 教 师 可 以 采用 
扩大 有 关 特征 的 办 法 ， 并 且 对 一 个 概念 的 本 质 特征 可 以 作 适当 的 
归 类 练习 。 例如, 对 “单项 式 ”概念 ， 主 要 涉及 单项 式 的 定义 、 系 
数 、 次 数 等 几 个 方面 。 对 定义 ， 应 该 突出 “数字 与 字母 的 积 "， 所 
举例 子 既 有 形 如 4z?， 一 二 cb， wm 的, 又 要 让 学 生 分 析 单独 一 个 数 


是 否 为 单项 式 ; 对 “系数 ”， 既 要 有 正 系数 ,又 要 有 人 负 系数 ,特别 
频 该 让 学 生 指出 z， 一 x 以 及 2， 一 5 这 样 的 “数字 单项 式 ” 等 特 


殊 单 项 式 的 系数 是 多 少 ; 对 单项 式 的 “次 数 "， 既 要 有 z*， 二 zx， 


又 要 有 十 a5，-7xy 等 ， 并 要 让 学 生 辩 别 “ 数 字 单 项 式 ”的 次 数 
是 多 少 。 这 些 具有 典型 性 的 概念 例证 ， 可 以 帮助 学 生 在 概念 学 习 
中 抓 住 本 质 特征 ， 理 解 概念 的 各 个 方面 

4 反例 。 梳 念 的 反例 提供 了 最 有 利于 狱 别 的 信息 ， 对 概念 认 
识 的 深化 具有 非常 重要 的 作用 。 反 例 的 适当 使 用 不 但 可 以 使 学 生 
对 概 次 的 理解 更 加 精确 ， 而 且 还 可 以 排除 无 关 特 征 的 干扰 。 如 学 
生 往 往 把 “复数 的 模 ” 与 “实数 的 绝对 值 ” 这 两 个 概念 混淆 起 来 ， 
出 现 诸如 “|z|= lza|， 则 ， 一 土 zy” 之 类 的 错误 。 通 过 反例 “zx， 
=i zs 一 1， 有 lal 一 zs1, 但 天 士 zz”, 立即 能 够 纠正 这 种 错误 。 
又 如 ， 学 生 在 学 习 函 数 概念 时 ， 往 往 只 注意 子 数 的 表达 式 而 忽视 
画 数 的 定义 域 ， 这 表明 学 生 在 理解 概念 时 割 履 了 概念 本 质 特征 的 
谱 方 面 ,这 时 可 举 反 例 “y 一 与 > 一 本 是 同一 个 函数 吗 ?” 另 外 ， 
学 生 在 概念 学 习 中 ， 往 往 在 概念 定义 的 措 词 上 发 生 错误 ， 如 “三 
点 确定 一 个 平面 "、“ 两 条 没有 公共 点 的 直线 叫做 平行 线 ” 等， 我 
伯 认 为 ， 出 现 这 些 问题 的 原因 不 能 仅仅 归咎 于 学 生 粗 心 ， 深 层 大 
困 是 学 生 没有 把 注意 指向 概念 本 质 特征 诸 方 面 的 关系 ， 没 有 把 这 
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种 关系 当成 关键 特征 来 认识 ， 举 反例 可 以 促使 学 生 增强 对 这 种 关 
系 的 重要 性 的 认识 。 

应 该 注意 的 是 ,“ 反 例 ” 的 运用 是 有 时 机 的 ,一 般 来 说 , 我们 
不 能 在 学 生 刚 刚 接触 概念 时 就 运用 反例 ， 否 则 将 有 可 能 使 错误 概 
念 先 入 为 主 ， 对 概念 的 理解 产生 干扰 。 反 例 是 在 学 生 对 概念 有 了 
一 定理 解 的 基础 上 才能 使 用 的 。 

综 上 所 述 ， 教 师 为 学 生 提供 的 经 验 材料 太 少 或 者 太 多 都 会 对 
概念 学 习 产生 不 利 影响 ， 这 是 教学 中 举 正 例 时 所 应 注意 的 。 另 一 
方面 ， 仅 从 正面 还 不 足以 使 学 生 真正 理解 概念 ， 还 必须 引导 学 生 
从 侧面 和 反面 来 理解 概念 ， 所 谓 “ 从 贫 面 理解 概念 ”， 就 是 利用 
“ 变 式 ” 来 理解 概念 用 等 值 语 言 来 叙述 和 理解 概念 ; 而 所 谓 “ 从 
反面 理解 概念 ”， 主 要 则 是 “ 举 反例 "， 就 是 把 概念 所 包含 的 某 一 
个 或 几 个 关键 属性 抽 去 ， 看 看 会 出 现 什么 情况 。 


三 “学 生 的 概括 能 力 


概括 是 形成 和 掌握 概念 的 直接 前 所。 学 生 学 习 和 应 用 知识 的 
过 程 就 是 一 个 概括 过 程 ， 迁 移 的 实质 就 是 概括 。 概 括 又 是 一 切 思 
维 品 质 的 基础 ， 因 为 如 果 没 有 概括 ， 学 生 就 不 可 能 掌握 概念 ， 从 
而 由 概念 所 引申 的 定义 、 定 理 、 法 则 、 公 式 等 就 无 法 被 学 生 掌握 ; 
没有 概括 ， 就 无 法 进行 逻辑 推理 ， 思 维 的 深刻 性 和 批评 性 也 就 无 
从 谈 起 ; 没有 概括 ， 就 不 可 能 产生 灵活 的 迁移 思维 的 灵活 性 与 
创造 性 也 就 无 从 谈 起 ， 没 有 概括 ， 就 不 能 实现 思维 的 “缩减 ”或 
“浓缩 "， 思 维 的 敏捷 性 也 就 无 从 体现 。 学 生 掌 握 概 念 ， 直 接受 他 
们 的 概括 水 平 的 制约 ， 要 实现 概括 ， 学 生 必 须 能 对 相应 的 一 类 具 
体 事例 的 各 种 属性 进行 分 化 ， 再 经 过 分 析 、 综 合 、 比 较 而 抽象 出 
共同 的 、 本 质 的 属性 或 特征 ， 然 后 再 概括 起 来 ; 在 此 基础 上 上， 再 
进行 类 化 ， 即 把 概括 而 得 到 的 本 质 属性 推广 到 同类 事物 中 去 ， 这 
既是 一 个 概念 运用 的 过 程 ， 又 是 一 个 在 更 高 层次 上 的 抽象 概括 过 
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程 ， 然 后， 还 要 把 新 获得 的 概念 纳入 到 概念 系统 中 去 ， 即 要 建立 
起 新 概念 与 已 有 的 相关 概念 之 间 的 联系 ,这 是 概括 的 高 级 阶段 ,从 
上 所 述 可 知 ， 对 概念 的 具体 例证 进行 分 化 是 概括 的 前 提 ， 而 把 概 
念 类 化 ， 使 新 概念 纳入 到 概念 系统 中 去 ， 又 成 为 概念 学 习 深化 的 
重要 步 又 ， 因 此 ， 教 师 应 该 把 教会 学 生 对 具体 例证 进行 分 化 和 类 
化 当成 概念 教学 的 重要 环节 ,使 学 生 掌 握 分 化 和 类 化 的 技能 技巧 ， 
从 而 逐渐 学 会 自己 分 析 材料 、 比 较 属性 ， 并 概括 出 关键 属性 ， 以 
逐步 培养 起 概括 能 力 。 另 外 ， 数 学 概括 能 力 中 ， 很 重要 的 是 发 现 
关系 的 能 力 ， 即 发 现 概念 的 具体 事例 中 各 种 属性 之 问 的 关系 ， 发 
现 新 概念 与 已 有 认 知 结构 中 相关 概念 之 间 关 系 的 能 力 ， 如 果 发 现 
不 了 这 种 关系 ， 概 括 也 就 难以 进行 。 例 如 ， 在 学 习 复数 的 模 这 一 
概念 时 ， 获 得 的 是 ， 复数 x 二 a 十 5i 的 模 是 与 复 平面 内 的 点 Z (a4， 
6) 相对 应 的 有 向 线段 02 的 长 度 , 即 点 Z (a, 2) 到 原点 O 的 距离 ， 
也 叫 复数 < 十 于 的 绝对 值 。 为 了 让 学 生 经 历 复数 模 的 概括 全 过 程 ， 
教师 就 应 该 引导 他 们 将 它 纳 入 到 已 有 的 数 的 绝对 值 概念 系统 中 
去 。 在 具体 做 法 上 ， 可 以 引导 学 生 比 较 复 数 的 绝对 值 与 以 前 掌握 
的 实数 的 绝对 信之 间 的 异同 ， 把 后 者 看 成 是 前 者 的 发 展 ， 也 可 以 
把 前 者 看 成 是 后 者 的 特例 。 然 后 ， 再 就 几何 意义 的 解释 上 ， 将 实 
数 轴 看 成 是 复 平面 的 一 部 分 ， 实 数 a 对 应 于 复 平 面 内 的 点 (4， 
0), 从 而 有 |al= Via 一 0 十 (0 一 07= Va ,实数 的 绝对 值 解释 
成 复数 的 模 。 实 践 表明 ， 在 概念 学 习 中 ， 只 有 按照 数学 概念 的 层 
次 结构 ， 实 现 不 断 深 入 的 抽象 概括 ， 形 成 结构 功能 良好 的 福 念 体 
系 ， 才 能 使 学 生 准确 地 掌握 概念 的 本 质 ， 形 成 比较 完善 的 数学 认 
知 结构 。 数 学 概念 的 抽象 性 具有 层次 性 的 特点 ， 使 得 概念 学 习 中 
概括 活动 具有 层次 性 ， 抽 象 程度 低 的 概念 成 为 高 层次 概括 活动 的 
具体 素材 ， 随 车 概 括 活动 层次 的 提高 ， 学 生 掌握 的 概念 的 抽象 程 
度 也 在 提高 ， 并 逐渐 形成 概念 的 体系 。 因 此 ， 数 学 概念 的 学 习 与 
教学 必须 做 到 “彼此 照应 ”， 注 意 概念 的 发 展 。 
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数学 语言 表达 能 力 


语言 给 事物 以 命名 ， 对 事物 的 属性 与 功能 进行 表述 。 通 过 命 
名 ， 可 以 使 人 头脑 中 关于 事物 的 表象 简约 化 。 因 为 事物 有 了 自己 
的 “名 字 ”， 当 它 的 表现 形式 发 生 改 变 而 把 本 质 特征 掩盖 起 来 时 ， 
人 们 可 以 利用 这 个 “名 字 ” 以 避免 认 知 上 的 混乱 。 对 事物 的 属性 
或 功能 的 叙述 ， 可 以 帮助 学 习 者 深化 概念 学 习 ， 使 概念 各 要 素 之 
间 的 关系 更 加 明确 ， 使 一 个 概念 与 其 他 概念 之 间 的 联系 与 区 别 更 
加 清晰 。 语 言 使 个 体 在 理解 概念 的 过 程 中 ， 无 需 从 头 观察 事物 或 
回忆 有 关 表 象 就 能 直接 形成 概念 。 所 以 ， 语 言 表达 是 概念 学 习 过 
程 中 非常 重要 的 一 个 环节 。 数 学 中 各 种 结论 的 获得 都 要 依靠 逻辑 
推理 ， 而 数学 语言 表达 能 力 直接 影响 逻辑 推理 的 进行 ， 当 然 也 影 
栈 到 数学 概念 的 形成 。 另 外 ， 学 生 能 够 用 自己 的 语言 正确 地 叙述 
概念 ， 解 释 概 念 所 揭示 的 本 质 属 性 ， 这 是 学 生 深刻 理解 概念 的 一 
种 标志 。 

许多 数学 概念 的 语言 表述 都 代表 了 概念 产生 的 条 件 ， 是 相应 
事物 在 数 或 量 方面 的 发 生发 展 过 程 的 一 种 抽象 ， 因 此 ， 概 念 的 氢 
述 过 程 实际 上 表明 了 概念 应 用 时 应 该 遵循 的 一 种 操作 程序 。 例 如 ， 
“单调 函数 ”概念 的 语言 表述 是 “ 设 函 数 F(z) 的 定义 域 为 了 ,如 果 
对 于 属于 定义 域内 某 个 区 闻 上 的 任意 两 个 自 变 量 的 值 xyz*, 当 
XI 时 ,都 有 .7(CzD)< Cr) ,那么 就 说 f(z) 在 这 个 区 间 上 是 增 
序数 ;如 果 对 于 属于 定义 域 7 内 某 个 区 间 上 的 任意 两 个 自 变 量 的 
值 Tisz2; 当 zz 之 zz 时 ,都 有 f(z1) 之 f(zi), 那 么 就 说 f(z) 在 这 个 
区 间 上 是 减 函数 ”根据 这 个 定义 的 令 述 , 我 们 可 以 总 结 出 判断 本 
数 单调 性 的 操作 程序 是 ， 

., (1) 设 式 ,zz 是 给 定 区 间 上 的 任意 两 个 自 变量 值 , 且 mm <zz 

(2) 分 别 计算 f(x) 和 za 

C3》 判断 差 fz) 一 f(x) 值 的 符号 ， 
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(4) 根据 符号 ， 指 出 函数 是 增 函 数 还 是 减 函数 。 
因此 ， 要 深刻 理解 和 熟练 应 用 概念 ， 就 应 该 对 概念 的 语言 叙 
述 过 程 进 行 分 解 ， 以 使 学 生 掌 握 概 念 应 用 的 操作 程序 。 


第 四 节 概念 教学 中 的 错误 概念 问题 


数学 概念 教学 中 ， 错 误 概念 的 产生 和 形成 是 一 个 需要 注意 的 
问题 ， 教 师 应 该 研究 其 中 的 原因 ， 并 采取 措施 帮助 学 生 纠正 错误 
概念 。 


一 ”错误 概念 产生 的 原因 


我 们 知道 ， 个 体 要 了 解 和 适应 环境 ， 就 必须 对 自己 周围 环境 
的 事物 进行 观察 和 思考 ， 而 县 事实 上 这 种 观察 和 思考 内 人 刚 出 生 
时 就 已 经 开始 了 。 通 过 这 样 的 观察 和 思考 ， 人 们 建立 了 自己 对 窗 
观 记 界 的 理解 ， 形 成 了 许多 日 常 概念 。 这 些 日 常 概念 与 人 的 社会 
生活 环境 密切 相 联 ,是 人 的 日 常生 活 经 验 在 感性 层次 上 的 概括 ,并 
县 成 为 他 今后 学 习 科学 概念 的 出 发 点 。 学 生 就 是 以 自己 已 经 建立 
起 来 的 日 常 概 念 为 基础 而 开始 他 的 学 校 学 习 生涯 的 。 显 然 ， 这 种 
日 常 概念 的 局 限 性 是 极 大 的 ， 很 容易 导致 学 生 对 抽象 程度 很 高 的 
数学 概念 的 错误 理解 。 例 如 ， 日常 生活 中 ,“ 垂 直 ” 概 念 通常 是 以 
地 平 线 为 参照 系 的。 在 学 习 平面 几何 的 “互相 垂直 ”概念 时 ， 学 
生 就 常常 不 去 分 析 、 比较 它 与 日 常 的 “垂直 ”概念 之 间 的 区 别 , 而 
以 日 常 的 “垂直 ”概念 代替 “互相 垂直 ”的 概念 。 这 一 点 被 国内 
的 有 关 研 究 所 证 实 。 研 究 者 在 让 某 初 二 班级 的 学 生 作 钝 角 三 角形 
的 三 条 高 时 , 该 班 有 50 兴 的 学 生 不 知道 应 该 怎样 画 , 还 有 35% 的 
学 生 作出 的 三 条 高 如 图 2. 4. 1 所 示 。 很 明显 ， 这 是 受 了 日 常 建 立 
的 垂直 概念 的 影响 。 

学 生 的 错误 概念 除了 来 自 他 们 的 日 常生 活 经 验 外 ， 也 有 可 能 
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是 由 于 他 们 对 事物 的 不 全 面 理 
解 而 产生 的 错误 推广 ， 或 由 于 
对 概念 的 内 涵 或 外 延 进行 不 恰 
当 缩减 或 扩张 而 造成 ， 这 是 与 
学 生 的 认 知 发 展 水 平 密切 相关 
的 一 种 错误 。 数 学 学 习 中 产生 
这 种 错误 的 机 会 比较 多 。 例如 ， 
二 次 函数 y=azx?-+bx 十 c (a 关 
0) 最 值 的 概念 , 学 生 记 住 的 是 
“ 当 a>0 时 ， 函 数 > 有 最 大 值 图 2.4.1 


全 椰 人; 当 a<o 时 ,函数 y 有 


最 小 信和 各 5 所。” 而 实际 上 ， 这 一 结果 隐 售 着 “函数 的 定义 域 为 
R” 这 个 前 提 条 件 , 学 生 对 它 往往 是 不 注意 的 。 这 样 在 解决 某 些 给 
定 区 间 的 最 值 问题 时 就 委 出 现 错误 。 再 如 , 函数 的 奇 但 性 概念 , 隐 
含 了 定义 域 关于 x 一 0 对 称 这 一 条 件 ,而 学 生 在 学 习 时 , 其 注意 力 
往往 只 在 判断 /一 <) 与 /Cz) 之 间 的 关系 上 ， 从 而 出 现 错误 ， 








如 对 于 函数 f(z) 一 (z 一 D)A/ 2 十] ,学 生 只 注意 到 有 (一 2) 一 
f(z) 成 立 ,而 没有 注意 到 其 定义 域 是 一 1<z<1, 并 不 具备 作为 厅 
函数 或 偶 簿 教 的 必要 条 件 ， 从 而 发 生 判 断 失 误 。 


二 帮助 学 生 纠正 错误 概念 


前 已 指出 ， 学 生 在 走 进 课堂 时 ， 头 脑 中 已 经 具有 一 些 对 事物 

的 感性 认识 和 日 常 概 念 ， 这 些 认 识 和 概念 对 概念 教学 具有 重要 影 
响 。 如 果 学 生 对 周围 事物 的 观察 正确 、 全 面 ， 那 么 他 们 建立 的 日 
常 概念 会 促进 数学 概念 的 学 习 , 如 果 日 常 概念 与 数学 概念 不 一 致 ， 
则 会 干扰 数学 概念 的 学 习 。 而 且 , 日 常 形成 的 错误 概念 先入 为 主 ， 
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比较 根深 蒂 固 ， 很 难 通过 一 般 的 课堂 教学 而 得 到 改变 。 教 师 往往 
会 对 自己 在 纠正 学 生 的 错误 概念 时 效果 不 够 理想 而 感到 困惑 ， 认 
为 自己 已 经 反复 强调 了 有 关注 意 事项 ， 学 生 似乎 也 已 经 明白 ， 但 
为 什么 仍然 在 作业 中 出 错 呢 ?有 的 老师 认为 是 学 生 记忆 不 牢固 ,于 
是 就 对 新 概念 进行 大 量 重复 性 训练 ， 而 事实 上 这 样 做 的 效果 并 不 
理想 。 我 们 认为 ， 造 成 这 种 状况 的 重要 原因 是 教师 没有 在 教学 过 
程 中 充分 重视 学 生 头 脑 中 已 经 形成 的 日 常 概念 的 作用 ， 没 有 认识 
到 纠正 学 生 头脑 中 错误 概念 的 重要 意义 ， 而 仅仅 把 教学 简单 地 看 
成 是 传授 新 知识 。 

那么 ,究竟 应 该 如 何 防止 错误 概念 对 数学 教学 的 消极 影响 呢 ? 
显然 ， 首 先 应 该 设法 诊断 出 学 生 头脑 中 的 错误 概念 ， 一 般 的 ， 我 
们 可 以 采取 提出 一 些 相关 问题 让 学 生 回答 的 办 法 ， 以 比较 学 生 头 
脑 中 的 日 常 概念 与 科学 概念 之 间 的 差异 ， 再 设法 判断 产生 这 些 错 
误 概念 的 实际 背景 。 在 找 出 差异 及 其 产生 背景 后 ， 再 给 学 生 提 供 
相应 的 感性 经 验 ， 使 学 生 能 够 经 历 概 念 的 概括 过 程 。 这 里 ， 教 师 
除了 要 对 学 生 讲授 正确 概念 外 ， 还 要 注意 设法 使 学 生 认 识 到 已 有 
日 常 概念 的 错误 之 处 ， 可 以 采用 课堂 讨论 的 形式 ， 也 可 以 利用 适 
当 的 练习 ， 纠 正 错误 概念 ， 强 化 正确 概念 ， 逐 步 地 用 正确 概念 取 
代 认 知 结构 中 的 错误 概念 。 例 如 ， 学 习 “ 角 ”概念 时 ， 学 生 一 般 
认为 “ 角 ” 是 由 两 条 直线 交叉 而 成 的 , 这 是 日 常生 活 中 对 “ 角 ” 的 
认识 。 在 平面 几何 中 教学 “ 角 ” 概 念 时 ， 教 师 就 应 该 注意 到 学 生 
认识 上 的 这 一 局 限 性 ， 引 导 学 生 用 运动 的 观点 ， 对 “ 角 ” 的 产生 
过 程 进 行 认识 ， 特 别 是 对 “平角 ”、 “圆周 角 ” 这 样 的 特殊 角 进 行 
讨论 、 鉴 别 ， 以 获得 对 “ 角 ” 的 本 质 特征 的 重新 认识 ， 纠 正 原 有 
理解 上 的 不 足 ， 建 立 完整 正确 的 “ 角 ” 概 念 。 
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第 五 节 ”概念 教学 的 策略 


概括 上 述 各 节 的 有 关 论 述 ， 结 合 心理 学 家 提出 的 概念 教学 的 
策略 ， 我 们 引述 一 些 概念 教学 的 方法 @。 

1. 当 正面 的 事例 和 反面 的 事例 有 明显 的 区 别 时 , 在 正面 的 例 
子 都 非常 一 致 的 情况 下 ， 最 容易 习 得 概念 。 例 如 , “算术 根 ” 与 
“算术 平方 根 ”由 于 区 别 不 太 明显 ， 教 学 就 比较 难 ; 而 三 角形 、 四 
边 形 这 些 概念 就 比较 容易 教 ， 因 为 它们 的 特征 很 容易 识别 ， 与 其 
他 图 形 的 区 别 也 很 容易 。 

2. 有 大 量 实在 属性 的 概念 问题 比 缺乏 实在 属性 的 概念 问题 
更 加 容易 解决 。 这 意味 着 ， 为 问题 解决 提供 的 线索 越 多 ， 就 越 容 
易 使 问题 获得 解决 ， 而 给 抽象 的 概念 建立 起 具体 模型 ， 更 有 利于 
概念 的 掌握 。 例 如 ， 如 果 给 公式 ?二 4> V55 (a, b>>0) 配 以 图 形 
解释 ， 学 生 将 比较 容易 而 且 牢固 地 掌握 公式 。 

3. 在 为 学 生 提供 教学 情境 时 ,要 对 正 例 与 反例 作出 恰当 的 组 
合 。 在 开始 学 习 某 个 概念 时 ， 从 正 例 中 获得 的 信息 比 从 反例 中 获 
得 的 入 息 更 多 些 。 这 可 能 是 由 于 学 生 在 日 常生 活 中 的 学 习 一 般 都 
伴随 着 正 例 的 缘故 .但 在 对 学 生 进行 从 反例 中 获得 信息 的 训练 后 ， 
这 种 倾向 会 消失 。 

4. 通过 减少 无 关 属 性 的 数量 ， 可 以 比较 容易 地 习 得 本 念 。 例 
如 ， 在 数学 教学 中 ， 我 们 经 常 采用 的 突出 关键 属性 的 方法 ， 就 是 
这 一 原理 的 应 用 。 

5. 概念 学 习 的 技能 是 随 着 年 龄 的 增长 而 发 展 的 。 所 学 习 的 概 
念 的 抽象 程度 应 该 与 学 生 的 思维 发 展 水 平 相 适应 。 

6. 焦虑 是 与 概念 学 习 相关 的 。 在 学 习 简 单 概念 时 ， 焦虑 的 增 
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长 会 导致 更 快 地 习 得 概念 ， 但 是 ， 在 学 习 复杂 概念 时 ， 焦 虑 对 学 
习 会 起 破坏 性 的 影响 。 

7. 如 果 告 诉 学 生 如 何 注意 相关 属性 ， 会 有 助 于 概念 学 习 。 

8. 为 了 使 学 生 更 加 容易 地 掌握 概念 , 应 当 并 排 地 旦 现 正 例 和 
反例 .这 样 做 更 加 有 利于 学 生 对 本 质 属性 与 非 本 质 属性 进行 比较 。 

9. 在 有 些 情况 下 , 同时 呈现 若干 正 例 似乎 更 有 利 些 。 这 里 的 
正 例 应 该 是 概念 的 各 种 变 式 ， 否 则 会 起 不 到 应 有 的 作用 。 

10. 如 果 学 生 用 自己 的 语言 来 表述 相关 属性 ， 则 能 更 好 地 习 
得 概念 ， 而 且 比 较 容易 应 用 于 新 的 情景 。 学 生 用 言语 来 表述 无 关 
属性 ， 也 能 从 中 获 益 。 

11. 在 有 些 情况 下 , 学 生动 手 操作 实物 或 模型 , 比 只 用 眼 观察 
更 容易 习 得 概念 。 

12. 反馈 越 完整 ,学 习 效果 就 越 好 .学生 能 经 常 意识 到 自己 的 
学 习 进 程 ， 知 道 正 确 或 错误 的 原因 ， 将 有 助 于 概念 学 习 。 教 师 给 
学 生 的 反馈 信息 要 准确 、 完整 ,任何 模棱两可 的 信息 或 错误 信息 ， 
都 会 干扰 概念 学 习 。 

13. 如 果 概 念 是 通过 全 面 地 研究 和 分 析 概 念 的 不 同事 例 后 获 
得 的 ， 那 么 就 最 有 可 能 把 它 迁 移 到 新 奇 的 事例 上 去 。 这 是 我 们 平 
时 所 说 的 “举一反三 ”的 前 提 。 

14. 应 该 在 概念 的 系统 中 教学 概念 ， 要 注意 建立 起 概念 之 间 
的 联系 。 在 给 学 生 教 一 个 新 概念 时 ， 要 为 他 们 建构 一 个 可 以 把 该 
概念 置 于 其 中 的 框架 。 孤 立地 教学 概念 ， 将 限制 学 习 的 价值 。 

15. 应 该 混合 使 用 概念 教学 的 各 种 方法 。 

16. 在 学 生 学 习 概念 时 , 必须 要 有 足够 的 时 间 保 证 。 学 生 学 习 
概念 需要 有 一 个 相对 较 长 的 时 间 ， 教 师 和 万 不 可 急于 求 成 。 

17. 许多 概念 是 相互 联系 在 一 起 习 得 的 。 例 如 , 函数 这 个 概念 
是 与 画 数 的 定义 域 、 值 域 、 对 应 法 则 、 单 调 性 、 奇 偶 性 、 极 值 等 
概念 紧密 联系 在 一 起 的 。 
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第 三 章 ”数学 知识 的 学 与 教 


第 一 节 ”知识 与 数学 知识 


一 ”什么 是 知识 


知识 到 腐 是 什么 ， 目 前 仍然 有 争议 。 我 国 对 知识 的 定义 一 般 
是 从 哲学 角度 作出 的 ， 如 在 《中 国 大 百科 全 书 教育 》 中 的 定义 是 ， 
“所 谓 知识 , 就 它 反映 的 内 容 而 言 , 是 客观 事物 的 属性 与 联系 的 反 
映 , 是 客观 世界 在 人 脑 中 的 主观 映像 。 就 它 的 反映 活动 形式 而 言 ， 
有 时 表现 为 主体 对 事物 的 感性 知觉 或 表象 ， 局 于 感性 知识 ， 有 时 
表现 为 关于 事物 的 概念 或 规律 , 属于 理性 知识 。” 而 西方 许多 心理 
学 家 则 倾向 于 把 知识 看 成 是 言语 信息 ， 即 用 符号 或 言语 来 标志 某 
种 事物 或 表述 某 些 素 实 。 显 然 ， 这 种 解释 是 对 知识 的 一 种 现象 措 
述 ， 而 不 是 对 知识 的 本 质 揭露 。 我 们 认为 ， 就 其 本 质 来 说 ， 知 识 
是 客观 事物 的 特征 与 联系 在 人 脑 中 的 能 动 反映 ， 是 客观 事物 的 主 
观 家 征 。 这 里 要 作 几 点 说 明 。 

1. 知识 是 在 主客 体 相 互 作用 的 基础 上 , 通过 人 脑 的 反映 活动 
而 产生 的 。 - 

2. 知识 是 主客 体 相互 统一 的 产物 。 知 识 是 客观 的 ,但 是 知识 
本 身 并 不 是 客观 现实 ,而 是 事物 的 特征 与 联系 在 人 脑 中 的 反映 ,是 
一 种 主观 表征 。 
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二 什么 是 数学 知识 


根据 上 面 对 知 识 的 解释 ， 我 们 可 以 认为 ， 数 学 知识 就 是 客观 
事物 在 数 与 形 方面 的 特征 与 联系 在 人 脑 中 的 能 动 反映 .上 基体 地 说 : 

1. 数学 知识 是 个 体 通过 与 客观 事物 在 数 与 形 方面 的 特征 和 
联系 的 相互 作用 后 获得 的 信息 及 组 织 。 被 储存 于 个 体 的 大 脑 (长 
时 记忆 ) 里 , 就 是 个 体 的 数学 知识 ; 通过 书籍 或 其 他 媒介 来 储存 ， 
就 是 人 类 的 数学 知识 。 这 里 ， 我 们 强调 数学 知识 的 获得 过 程 是 主 
客体 之 间 的 相互 作用 过 程 ， 而 就 知识 的 范围 来 说 ， 从 获得 具体 信 
息 到 个 体 数学 认 知 结构 的 根本 改变 ， 都 属于 数学 知识 的 范畴 。 

2. 数学 知识 不 仅 表现 为 数学 概念 、 定 理 、 法 则 、 公 式 等 “ 言 
语 信 息 ”, 而 且 还 表现 为 数学 思想 方法 等 “策略 性 知识 ”。 数 学 知 
识 不 仅 包括 它 的 储存 和 提取 ， 而 且 包 括 它 的 应 用 ， 我 们 平时 所 说 
的 “不 但 要 知道 是 什么 , 而 且 要 知道 为 什么 , 还 要 知道 怎么 用 ”就 
是 这 个 意思 。 

3. 作为 人 脑 对 客观 事物 在 数 和 形 方 面 特征 的 能 动 反映 ， 需 要 
个 体 对 反映 过 程 进行 主动 的 调控 ， 而 调控 的 前 提 是 个 体 具 有 相应 
的 技能 ， 因 此 ， 主 体 有 关 对 自己 的 数学 学 习 过 程 的 知识 ， 也 就 应 
该 成 为 数学 知识 的 一 个 有 机 的 组 成 部 分 。 实 际 上 ， 这 部 分 知识 就 
是 心理 学 家 所 说 的 “元 认 知 知识 ”。 

三 ”数学 知识 的 分 类 


要 对 数学 知识 进行 分 类 ， 必 须 事先 建立 一 个 分 类 的 标准 ， 而 
分 类 标准 又 可 以 根据 不 同 的 侧面 来 给 出 。 例 如 ， 心 理学 中 常常 以 
反映 水 平 及 表征 形式 为 标准 而 把 知识 分 为 (1) 感性 知识 (感性 表 
征 )，… 包 括 感觉 、 知 觉 和 表象 ， 这 是 反映 事物 的 外 表 属 性 和 外 部 联 
系 方面 的 知识 ;〈2) 理性 知识 〈 理 性 表征 )， 包 括 概念 、 命 题 和 图 
式 ， 其 中 ， 概 念 和 命题 是 反映 事物 本 质 属性 和 内 部 联系 方面 的 知 
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识 ， 图 式 则 是 同一 主题 的 知识 块 。 当 今 比较 流行 的 则 是 按照 表述 
形式 将 〈 语 义 ) 知识 分 为 〈1) 陈述 性 知识 ,这 种 知识 主要 是 说 明 
事物 是 什么 、 为 什么 和 怎么 样 ， 用 它们 可 以 区 别 、 辩 别 事物 
《2》 程 序 性 知识 ， 指 做 什么 、 怎 么 做 的 知识 ， 这 是 一 种 在 特定 条 
件 下 可 以 使 用 的 一 系列 操作 步 又 或 算法 ， 是 一 种 技能 性 的 知识 ， 
(3) 筑 略 性 知识 ， 这 是 一 种 关于 如 何 学 习 、 如 何 思维 的 知识 ， 是 
关于 如 何 用 陈述 性 知识 和 程序 性 知识 来 学 习 、 记 忆 和 解决 问题 的 
一 般 方法 。 

我 们 认为 ， 数 学 知识 也 可 以 有 不 同 的 分 类 方法 : 

1. 按照 研究 内 容 的 特点 , 可 将 数学 知识 分 为 ; 代数 、 几何、 分 
析 〈 微 积分 )、 概 率 统计 ……; 

2. 按照 表征 形式 , 可 将 数学 知识 分 为 : 概念 、 性质、 法 则 、 公 
式 、 公 理 、 定 理 ， 按照 一 定 程序 与 步骤 进行 运算 、 处 理 数 据 、 推 
理 ; 作 图 、 绘 制图 表 等 技能 ;数学 思想 和 方法 。 

关于 数学 知识 的 分 类 ， 我 们 认为 其 意义 在 于 帮助 人 们 更 加 深 
入 地 认识 数学 知识 的 本 质 ， 从 而 建立 起 掌握 知识 的 标准 ， 并 以 此 
为 依据 而 提出 数学 学 习 的 策略 。 值 得 指出 的 是 ， 我 们 所 认同 的 数 
学 知识 观 是 广义 性 的 ， 这 里 既 包 括 数学 的 概念 、 性 质 、 法 则 、 公 
式 、 公理 、 定 理 等 数学 知识 系统 的 “硬件 ”， 又 包括 运算 、 处 理 数 
据 、 推 理 、 作 图 、 制 表 等 技能 ， 即 操作 手段 ， 并 且 还 包括 数学 思 
想 方 法 这 样 的 数学 知识 系统 的 “ 软 1*”。 只 有 建立 起 这 种 将 知识 、 
技能 和 策略 融 为 一 栖 的 广义 数学 知识 观 , 才 能 在 数学 教学 过 程 中 
对 学 生 提 出 全 面 的 数学 学 习 要 求 ， 这 就 是 下 面 要 谈 到 的 关于 数学 
知识 的 掌握 问题 。 
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第 二 节 ”数学 知识 的 掌握 


一 ”什么 是 知识 的 掌握 


我 国教 育 学 、 心 理学 理论 对 知识 的 掌握 所 持 的 普遍 观点 是 把 
它 分 为 三 个 阶段 ， 即 领会 、 巩 固 和 应 用 。 知 识 的 掌握 过 程 就 是 通 
过 一 系列 的 心智 活动 ,在 头脑 中 建立 起 相应 的 认 知 结构 的 过 程 . 教 
师 . 学 生 和 传输 知识 的 媒体 是 知识 的 传递 系统 中 的 三 个 基本 要 素 。 
教师 是 知识 的 传授 者 ， 学 生 是 知识 的 接受 者 。 由 于 所 学 的 知识 是 
前 人 已 认识 成 果 , 因 此 学 生 的 学 习 不 必 重 复 前 人 认识 的 原 过 程 ,不 
必 经 过 那么 多 的 尝试 与 错误 , 学 生 的 学 习 是 一 种 “再 创造 ”。 尽 管 
学 生 的 学 习 是 接受 式 的 ， 但是， 由 于 知识 是 一 种 主观 经 验 ， 因 此 
知识 的 传递 并 不 能 像 物体 的 传递 那样 进行 ， 教 师 不 能 把 知识 像 食 
物 一 样 地 “ 喂 ” 给 学 生 ， 学 生 也 不 能 从 教师 那里 接收 到 现成 的 知 
识 。 知 识 的 掌握 必须 经 过 学 生 自 己 的 一 系列 智力 加 工 活动 才能 实 
现 。 

国际 上 ， 有 的 心理 学 家 ( 诺 曼 、 和 鲁 梅 哈 特等 ) 根据 图 式 理论 ， 
提出 了 知识 掌握 的 增生 、 重 建 和 融会 贯通 三 阶段 理论 。 具 体 说 就 
是 : 

1. 增生 阶段 : 这 一 阶段 学 生 接 触 到 各 种 各 样 的 知识 , 包括 名 
词 、 术 语 、 事 件 、 理 论 解 琶 等 ， 它 们 的 抽象 程度 千差万别， 相互 
之 间 的 联系 性 也 不 明显 ， 对 学 生来 说 它们 好 像 是 外 来 的 。 学 生 力 
图 使 这 些 材料 与 自己 已 有 认 知 结构 之 间 建 立 联系 ,在 这 个 过 程 中 ， 
材料 所 提供 的 信息 以 相对 孤立 的 方式 被 已 有 认 知 结构 同化 ， 成 为 
零碎 的 事实 或 命题 。 在 这 一 阶段 的 教学 中 ， 教 师 重点 考虑 的 应 该 
是 从 学 生 热 悉 的 生活 环境 中 挖掘 有 用 的 材料 ， 通 过 这 些 材料 来 启 
发 学 生 开展 同化 活动 。 学 生 的 学 习 方 法 一 般 是 重复 性 的 。 由 于 这 
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时 的 知识 是 相对 孤立 的 , 因此 一 般 不 易 迁 移 。 所 以 , 在 这 一 阶段， 
评价 学 习 的 主要 依据 是 简单 再 认 和 有 提示 的 回忆 。 

2. 重建 阶段 ; 由 于 重复 接触 和 由 此 产生 的 经 验 的 作用 ， 一些 
观念 和 其 他 观念 建立 了 联系 。 经 过 重建 过 程 ， 这 些 联系 形成 观念 
之 间 关 系 的 模式 。 例 如 在 概念 的 学 习 过 程 中 ， 学 生 头脑 中 最 初 的 
概念 是 以 原型 的 形式 表征 的 , 没有 精确 的 定义 。 随 着 学 习 的 深入 ， 
概念 会 变 得 越 来 越 精确 ， 并 通过 操作 性 术语 加 以 定义 。 到 了 重建 
阶段 ,概念 属性 的 各 个 方面 就 在 概念 内 和 概念 间 建 立 了 各 种 联系 。 
这 时 可 采用 发 现 式 教学 法 ， 而 学 生 则 党 要 有 相应 的 学 习 方 法 ， 如 
通过 对 材料 的 分 解 、 分 析 、 组 织 和 重新 组 织 等 ， 发 现 概念 中 各 要 
素 之 间 的 联系 方式 、 概 念 之 则 的 关系 〈 如 部 分 与 整体 、 上 位 与 下 
位 、 条 件 与 结论 等 )， 而 且 要 能 够 对 关系 存在 的 原因 作出 说 明 . 这 
一 阶段 的 评价 方法 一 般 是 “论文 式 测验 ”， 要 求学 生 解 答 向 题 ,在 
有 限 的 范围 内 应 用 知识 。 

3. 融会 贯通 阶段 , 这 一 阶段 中 ,学 生 头脑 中 的 知识 已 经 模式 
化 ， 并 且 是 根据 次 层次 结构 组 织 起 来 的 。 事 实 上 ， 如 果 数 学 概念 
是 从 大 量 的 、 丰 富 的 背景 中 产生 出 来 的 ， 也 即 学 生 不 但 掌握 了 数 
学 概念 的 抽象 定义 ， 而 且 还 掌握 了 丰富 的 数学 概念 的 具体 背景 材 
料 ， 那 么 ， 这 时 学 生 掌握 的 数学 概念 就 应 该 被 看 成 是 一 个 具有 普 
遍 意 义 的 模式 ; 同样 的 , 学 生 头脑 中 的 数学 定理 、 公 式 、 法则 、 公 
理 等 ， 如 果 是 有 丰富 的 具体 背景 的 支持 ， 那 么 就 可 以 被 看 成 是 模 
式 ， 而且， 就 它们 的 存在 形式 来 说 ， 是 处 于 一 种 数学 知识 系统 结 
构 中 的 ， 它 们 之 间 保 持 了 内 在 的 联系 性 。 达 到 融会 贯通 的 知识 可 
以 在 新 的 情景 中 灵活 地 、 自 动 地 与 其 他 知识 一 起 发 挥 作 用 。 

有 人 “ 张 庆 林 ，1982 年 》 认 为， 融会 贯通 的 知识 应 当做 到 条 
件 化 、 结 构 化 、 自 动 化 和 策略 化 。 所 谓 条 件 化 ， 是 指 在 学 习 知 识 
时 ， 司 时 要 掌握 这 些 知识 的 使 用 条 件 ， 在 记忆 时 ， 要 将 知识 与 该 
知识 应 用 的 “触发 ”条 件 结合 起 来 。 结 构 化 是 要 求知 识 在 头脑 中 
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形成 一 定 的 层次 网 络 ， 而 不 是 零碎 的 、 孤 立 的 和 杂乱 无 章 的 ; 在 
知识 的 组 织 上 要 加 强 上 位 知识 与 下 位 知识 之 则 的 联结 ， 从 而 能 够 
顺利 地 实现 从 具体 到 质 象 〈 如 对 当前 问题 的 类 属 判 断 》 和 从 抽象 
到 具体 〈 如 理解 抽象 知识 的 实际 例子 ， 抽 象 知识 有 具体 模型 的 支 
持 ) 的 动力 传递 。 实 际 上 ， 结 构 化 的 知识 由 概念 和 原理 作为 网 络 
的 “ 结 点 ”， 册 此 有 重点 突出 、 体 系 组 织 简明 清晰 、 概 念 和 原理 之 
闻 的 相互 联系 紧密 、 易 于 理解 掌握 的 特点 , 由 于 有 了 这 些 特 点 , 因 
而 使 知识 易于 记忆， 能 够 抑制 遗忘 ， 并 且 便 于 联想 ， 具 有 迁移 和 
应 用 的 活力 。 关 于 “专家 ”和 “新 手 ”在 知识 表征 上 的 差异 研究 
表明 ,“ 专 家 ”头脑 中 的 知识 是 按 层次 排列 的 ,，“ 新 手 ” 头 脑 中 的 
知识 则 采取 水 平 排列 ; 面临 问题 时 ,“ 专 家 ”更 加 注重 于 问题 的 结 
构 ， 而“ 新手” 却 更 多 地 注意 问题 的 表面 细节 。 自 动 化 则 是 指 不 
但 要 注意 某 一 知识 概念、 定理 、 法 则 、 公 式 等 ) 内 部 各 概率 之 
间 的 内 在 联系 性 ， 此 知识 与 彼 知 识 之 间 的 相互 联系 性 ， 而 且 要 通 
过 有 效 的 练习 使 它们 紧密 地 结合 在 一 起 ,并 达到 自动 化 的 程度 ,这 
样 的 知识 可 以 在 头 芒 中 表征 为 一 个 知识 块 ， 使 之 在 记 亿 中 占据 较 
少 的 空间 ， 而 在 应 用 时 可 以 实现 自动 联想 。 策 略 化 是 要 求 在 头脑 
中 鱼 存 有 关 如 何 学 习 、 如 何 思维 的 策略 性 知识 ， 而 在 具体 的 知识 
学 习 和 问题 解决 过 程 中 ， 能 自觉 地 运用 它们 来 监控 自己 的 学 习 或 
问题 解决 过 程 。 在 学 习 过 程 中 ， 头 脑 中 的 注意 力 要 在 高 层 的 策略 
性 知识 与 低层 的 陈述 性 知识 及 程序 性 知识 之 间 相 互 转换 ， 不 仅 意 
识 到 当前 的 加 工 材料 ,而 且 要 意识 到 自己 的 加 工 过 程 和 加 工 方法 ， 
不 断 地 反省 自己 所 采取 的 策略 是 否 适当 ， 并 及 时 调整 自己 的 加 工 
过 程 。 

′ ”研究 表明 , 在 某 一 领域 内 , 需要 经 过 几 干 小 时 的 有 效 训练 ,并 
在 训练 中 形成 大 量 的 经 验 才 能 达到 融会 贯通 阶段 。 这 一 阶段 的 教 
学 应 该 让 学 生 进 行 变 式 训练 ,在 与 相关 知识 的 联系 中 应 用 知识 ,并 
要 给 予 及 时 的 矫正 性 反锁， 以 使 学 生 对 概念 的 理解 达到 足够 的 深 

114 


度 和 广度 。 训 练 中 应 当 注意 问题 情境 的 变化 性 、 开 放 性 ， 使 学 生 
能 够 得 到 选择 、 决 策 、 排 除 困 难 等 训练 。 学 生 在 学 习 过 程 中 应 该 
注意 把 知识 的 练习 和 应 用 结合 起 来 ,并 注意 及 时 地 反思 和 总 结 ,以 
逐渐 培养 起 对 知识 应 用 的 自我 监控 ， 使 知识 的 提取 和 应 用 处 于 较 
高 的 自我 意识 水 平 之 下 ， 提 高 知识 的 应 用 层次 和 效率 。 


二 ”数学 知识 的 掌握 


根据 上 述 理论 , 我 们 认为 , 数学 知识 的 掌握 , 从 过 程 来 说 ,也 
可 以 分 为 增生 、 重 建 和 融会 贯通 三 个 阶段 ， 不 过 又 有 数学 学 习 本 
身 的 特点 。 

1. 增生 阶段 。 由 于 数学 学 科 的 高 度 抽象 性 和 系统 性 的 特点 ， 
而 且 数 学 抽象 具有 层次 性 ， 因 此 在 增生 阶段 ， 学 生 对 所 接触 的 数 
学 材料 的 感觉 并 不 一 定 是 “神秘 感 ”, 更 多 的 是 在 学 习 过 程 中 所 自 
然 产生 出 的 疑问 ， 这 种 疑问 会 引导 学 生 从 一 个 层次 走向 下 一 个 层 
次 。 而 就 某 一 个 层次 的 数学 学 习 来 说 ， 在 增生 阶段 首先 需要 学 生 
自己 的 亲身 实践 。 例 如 ， 几 何 知 识 的 掌握 过 程 中 ， 学 生 首 先是 从 
具体 材料 的 操作 活动 如 措 积 木 、 折 纸 、 剪 纸 、 粘 合 、 画 图 、 测 
量 等 ) 中 获得 关于 几何 的 直观 感觉 ， 借 助 于 手 、 眼 等 感觉 器 官 来 
发 现 空间 形状 ， 形 成 关于 空间 形状 的 表象 。 

2. 重建 阶段 。 数 学 学 习 中 , 重建 阶段 是 增生 阶段 发 展 的 一 个 
自然 结果 《有 时 这 两 个 阶段 的 划分 是 非常 困难 的 )。 例 如 ,几何 学 
习 中 ,通过 上 述 试验 过 程 而 获得 的 笼统 印象 ， 必 然 要 进入 到 对 几 
何 元 素 (点 、 线 、 面 ) 及 几何 图 形 的 相互 关系 的 演绎 推理 层次 , 通 
过 对 图 形 关系 的 考察 ， 获 得 相应 的 理性 认识 ， 建立 起 几何 空间 结 
构 。 

3. 融会 贯通 阶段 。 在 融会 贯通 阶段 , 主要 是 通过 数学 解 题 活 
动 ， 形 成 数学 技能 ， 掌 气 数 学 思想 方法 。 

数学 技能 是 通过 数学 学 习 而 获得 的 一 种 动作 经 验 ， 是 符合 
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“数学 活动 规则 ”要 求 的 数学 活动 方式 。 这 里 ,“ 符 合 “数学 活动 
规则 ”要 求 的 活动 方式 ”， 是 指数 学 活动 动作 〈 主 要 是 心智 动作 ) 
的 构成 要 素 及 其 执行 程序 ， 必 须 体现 数学 活动 本 身 的 活动 规则 的 
要 求 ， 而 不 能 是 随意 的 ， 也 即 是 要 遵守 “数学 共同 体 ” 所 形成 的 
共同 规范 ,用 数学 共同 体 的 所 有 成 员 都 接受 的 语言 来 表述 思想 ,对 
共同 体 公认 的 有 意义 的 问题 进行 解答 ， 而 且 所 给 出 的 解答 是 建立 
在 共同 体 所 一 致 接受 的 论证 之 上 的 。 只 有 这 样 的 活动 方式 才能 对 
活动 本 身 具有 广泛 的 自我 调节 功能 。 虽 然 数学 技能 有 时 表现 为 一 
种 操作 活动 方式 (如 作 图 、 测量 、 使 用 计算 器 等 ) 即 操作 技能 , 但 
主要 还 是 表现 为 心智 技能 ， 它 是 借助 于 头脑 内 部 的 数学 语言 来 实 
现 的 ， 其 动作 对 象 是 数学 观念 ， 依 赖 于 数学 活动 模式 的 内 化 才能 
形成 ， 在 数学 活动 中 的 作用 在 于 控制 心智 动作 的 执行 。 因 此 ， 在 
数学 教学 活动 中 ， 为 了 使 学 生 达 到 融会 贯通 阶段 ， 教 师 不 但 应 当 
使 学 生 知道 数学 知识 的 表述 方式 ,形成 应 用 数学 知识 的 操作 手段 ， 
更 主要 的 是 应 当 使 学 生 形成 正确 的 数学 观念 ， 知 道 数学 学 习 应 当 
遵守 怎样 的 “共同 规则 ”, 从 而 实现 对 自己 的 数学 学 习 活动 的 自我 
控制 和 调节 。 

数学 技能 对 学 生 的 数学 学 习 活 动 的 自我 调节 功能 ， 主 要 是 在 
活动 的 控制 执行 环节 中 体现 。 面 对 一 个 数学 问题 ， 学 生 通过 阅读 
思考 ， 了 解 问题 的 性 质 ， 确 定 解 决 问题 的 方案 ， 即 确定 达到 目标 
的 动作 程序 ,然后 再 将 方案 在 活动 的 控制 执行 环节 中 付 诸 实施 ,这 
一 过 程 中 ， 数 学 技能 就 发 挥 了 至 关 重 要 的 作用 。 这 种 重要 性 主要 
表现 在 三 个 方面 第 一 ， 它 决定 了 数学 智力 活动 的 执行 顺序 。 因 
为 活动 顺序 反映 了 数学 问题 发 展 变化 的 要 求 ， 因 此 这 种 活动 顺序 
必须 在 执行 中 得 到 控制 ， 与 数学 问题 的 发 展 变化 保持 一 致 ， 才 能 
导致 问题 的 解决 。 要 使 活动 顺序 在 执行 环节 中 得 到 控制 ， 则 必须 
使 学 生 头 脑 中 建立 起 前 后 动作 相继 发 生 的 活动 经 验 链 索 ， 而 技能 
就 是 一 种 链 索 型 的 动作 经 验 。 例 如 ， 解 一 元 一 次 方程 ， 就 有 去 分 
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母 、 去 括号 、 移 项 、 合 并 同类 项 和 用 未 知 数 系数 的 倒数 乘 方程 的 
两 边 等 五 个 步 又 ， 当 这 些 操作 性 知识 经 过 实际 操作 训练 ， 使 学 生 
获得 了 一 种 动 觉 经 验 后 ， 就 成 了 一 种 技能 即 链 索 型 动作 经 验 。 所 
以 ， 借 助 于 数学 技能 ， 就 能 使 数学 活动 的 顺序 在 执行 环节 中 得 到 
直接 的 控制 。 第 二 , 数学 技能 决定 了 控制 每 个 活动 的 执行 方式 。 因 
为 在 数学 问题 解决 活动 中 ， 必 须根 据 问题 中 的 信息 的 特点 ， 选 择 
对 信息 的 处 理 及 变换 方式 ， 而 这 就 需要 有 相当 的 活动 经 验 ， 才 能 
在 执行 环节 中 确保 活动 的 完成 。 例 如 ， 代 数 问题 的 几何 解释 、 几 
何 问题 的 代数 表示 、 解 方程 中 的 变量 代 换 、 代 数 应 用 题 中 未 知 量 
的 合理 选择 等 ,都 体现 了 数学 技能 在 活动 执行 方式 方面 的 作用 .第 
三 ， 数 学 技能 决定 了 数学 智力 活动 的 效率 。 在 解决 数学 问题 的 过 
程 中 , 既 有 会 不 会 、 能 不 能 的 问题 , 又 有 完成 时 间 的 长 短 问题 。 数 
学 技能 在 提高 数学 智力 活动 效率 上 的 作用 ， 既 体现 在 对 问题 的 观 
察 、 分 析 方 面 ， 又 体现 在 相关 知识 的 选择 方面 ， 还 体现 在 活动 过 
程 中 的 及 时 调节 控制 方面 。 数 学 技能 水 平 高 的 学 生 不 但 表现 出 活 
动 的 正确 率 高 ,而且 还 表现 出 活动 过 程 设计 合理 ， 对 相关 知识 的 
选择 准确 、 迅 速 。 

在 数学 知识 的 掌握 中 ， 只 有 掌握 了 数学 思想 方法 才 是 真正 达 
到 融会 贯通 。 众所周知, 在 数学 研究 过 程 中 , 对 于 所 考察 的 对 象 ， 
首先 必须 搞 清 楚 它 的 内 容 是 什么 。 一 般 来 说 ， 内 容 存在 于 事物 的 
内 部 ， 因 而 并 不 能 被 一 眼看 穿 ， 要 想 搞 清 楚 并 紧 紧 抓 住 它 确 非 易 
事 。 但是， 只 要 能 够 认真 剖析 ， 着 眼 于 它 与 相关 内 容 的 联系 ， 着 
眼 于 它 的 运动 变化 过 程 ， 我 们 还 是 能 够 掌握 它 的 。 第 二 ， 要 认识 
清楚 内 容 的 各 种 变化 形式 。 我 们 知道 ,事物 的 表现 形式 是 具体 的 ， 
可 以 是 多 种 多 样 的 、 丰 富 多 彩 的 。 例 如 ， 一 个 数学 问题 往往 既 可 
以 表示 为 代数 形式 ， 又 可 以 表示 为 几何 形式 ， 而 在 代数 表示 中 又 
可 以 表示 为 方程 形式 、 函数 形式 等 。 所 以 , 在 进一步 认识 它 时 , 应 
该 选择 一 种 合适 的 形式 表示 它 。 第 三 , 由 于 形式 是 运动 变化 的 , 因 
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此 ,特别 重要 的 , 是 要 对 这 种 运动 变化 的 规律 进行 循序 渐进 的 、 深 
入 细致 的 认识 ， 也 即 要 在 变换 形式 的 过 程 中 来 掌握 内 容 的 精神 实 
质 ， 这 一 过 程 中 体现 了 数学 思想 方法 的 重要 性 。 学 校 中 的 数学 学 
习 过 程 与 上 述 过 程 有 所 不 同 ， 它 是 依据 教材 ， 在 教师 的 主导 下 进 
行 的 “再 发 现 ” 过 程 。 数 学 教科 书 是 用 数学 语言 符号 来 表述 数学 
知识 的 一 种 逻辑 体系 ， 它 是 数学 内 容 的 一 种 表现 形式 。 而 数学 思 
想 方 法 则 是 对 这 种 形式 的 认识 ， 具 体 地 说 ， 即 是 对 知识 内 容 的 内 
部 运动 变化 规律 的 认识 ， 因 此 ， 我 们 应 该 把 数学 教科 书 看 成 是 内 
容 与 思想 方法 的 统一 体 。 这 样 ， 数 学 学 习 要 根据 相应 的 表现 形式 
来 认识 内 容 的 精神 实质 和 思想 方法 。 一 般 来 说 ， 首 先是 认 清 形式 
所 反映 的 内 容 是 什么 ， 还 要 认识 形式 的 变化 、 变 换 方 式 《 即 各 种 
各 样 的 “ 变 式 ”)， 在 这 个 认识 过 程 中 ， 注 重 数学 思想 方法 的 学 习 
与 体验 。 这 里 ,“ 变 式 ” 是 为 更 深刻 地 认识 内 容 的 精神 实质 和 思想 
方法 服务 的 ， 而 且 ， 由 于 内 容 的 本 质 和 思想 方法 容易 被 形式 所 掩 
盖 , 因此 ,“ 变 式 ” 对 于 揭 震 数学 知识 的 本 质 和 思想 方法 具有 非常 
重要 的 意义 ， 它 可 以 使 “再 发 现 ” 的 过 程 既 简 约 又 有 效 ， 使 数学 
知识 的 各 个 侧面 的 本 质 特征 更 加 显露 突出 ， 有 利于 学 生 “ 透 过 现 
象 看 本 质 ”, 在 形式 的 运动 变化 过 程 中 认识 内 容 , 体验 数学 研究 的 
过 程 、 数 学 思想 方法 的 真 请 。 因 此 ， 数 学 思想 方法 的 掌握 是 数学 
知识 掌握 的 最 重要 标志 。 

数学 思想 方法 有 层次 之 分 ， 

第 一 层次 是 与 某 些 特殊 问题 联系 在 一 起 的 方法 ， 我 们 可 以 将 
它 称 为 “ 解 题 术 ”， 如 求 函 数 最 大 值 的 “A 法 ”， 比 较 两 个 数 之 大 小 
的 “ 差 信 比较 法 ”， 证 明 三 点 共 线 的 “面积 法 ”， 立 体 几 何 中 证 明 
点 共 线 的 “相交 平面 法 ”、 共 面 问题 的 “体积 法 ”等 等 。 这 些 方法 
都 是 在 某 种 特定 的 情景 下 才能 发 挥 作用 ， 具 有 比较 固定 的 操作 程 
序 。 许 多 复习 用 书 、 数 学 杂志 上 介绍 的 所 谓 “ 数 学 思想 方法 ”大 
部 分 属于 “ 解 题 术 ”这 一 层次 。 
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第 二 层次 是 解决 一 类 问题 时 可 以 采用 的 共同 方法 ， 我 们 将 其 
称 为 “ 解 题 方法 ”如 代入 法 、 消 元 法 、 换 元 法 、 配 方法 、 三 角 法 、 
割 补 法 、 坐 标 法 、 数 学 归纳 法 、 待 定 系数 法 、 反 证 法 、 数 形 结合 
法 、 构 造 法 等 。 这 些 方法 的 操作 程序 不 是 非常 具体 ， 但 适用 的 范 
围 比较 广泛 。 

第 三 层次 是 教学 思想 ， 这 是 人 类 对 数学 及 其 对 象 ， 对 数学 的 
概念 、 命 题 、 法 则 、 原 理 以 及 数学 方法 的 本 质 性 认识 ， 在 数学 研 
究 范围 的 拓展 、 研 究 对象 的 延伸 、 数 学 方法 的 形成 、 各 种 方法 之 
间 的 融合 并 发 展 成 新 的 方法 等 之 中 都 体现 出 数学 思想 的 核心 作 
用 ， 它 盟 然 程序 性 弱 ， 但 功能 性 强 。 数 学 知识 和 方法 是 形成 数学 
思想 的 基础 ， 但 有 了 知识 不 等 于 就 有 思想 ， 方 法 如 果 没 有 思想 作 
为 灵魂 ,就 只 能 是 一 种 机 械 的 “操作 手册 ”。 思 想 是 对 知识 融会 贯 
通 的 理解 和 升华 ,有 思想 的 知识 才 是 具有 自我 生成 能 力 的 知识 。 数 
学 的 概念 、 公 式 、 定 理 、 法 则 等 都 是 静态 的 ， 而 数学 思想 却 是 动 
态 发 展 的 ， 富 有 思想 灵性 的 数学 知识 具有 良好 的 新 知识 自我 生成 
能 力 。 因 此 ， 只 有 掌握 深层 次 的 数学 思想 ， 才 算 掌 握 了 数学 知识 
的 核心 。 常 用 的 数学 思想 有 : 分 类 思想 、 化 归 思 想 、 函数 思 想 、 数 
形 结合 想 想 等 。 

第 四 层次 是 数学 观念 ， 这 是 数学 思想 方法 的 最 高 境界 ， 是 一 
种 认识 客观 世界 的 哲学 思想 数学 观念 系统 是 相对 于 数学 知识 系 
统 而 言 的 一 种 为 数学 知识 系统 建立 合理 性 标准 、 价 值 标准 ， 决 定 
内 容 的 构建 原则 、 组 织 形式 和 推理 方式 ， 提 供 研究 规划 的 基础 并 
直接 影响 着 数学 中 的 发 现 、 发 明 与 创新 法 则 形成 的 共同 预 设 或 元 
知识 层次 。” 从 组 成 成 分 来 说 ， 有 数学 的 基本 思想 、 基 本 方法 、 基 
本 态度 .9 
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在 长 期 的 数学 研究 实践 中 ,“ 数 学 共同 体 ” 逐 渐 形成 了 对 数学 
的 相对 一 致 的 看 法 ， 这 种 看 法 凝聚 在 数学 知识 体系 中 ， 因 此 ， 数 
学 知识 系统 蕴涵 着 人 的 思想 、 观 念 ， 反 映 了 认识 主体 的 信念 、 意 
向 、 行 为 准则 和 思维 方式 。 数 学 观念 系统 引导 并 且 制 约 着 数学 的 
发 生 和 发 展 ， 就 像 “一 只 看 不 见 的 手 通过 认识 模式 控制 着 知识 系 
统 ”。 从 本 质 上 来 说 , 数学 的 重要 进展 是 由 数学 观念 的 重大 突破 为 
标志 的 。 数 学 观念 具有 解释 性 功能 ， 它 激励 人 们 发 挥 想 象 力 ， 并 
为 想象 力 指明 方向 .2 

数学 观念 与 数学 基本 思想 ,基本 方法 既 有 联系 又 有 所 区 别 。 在 
数学 知识 的 背景 下 ， 数 学 基本 思想 在 活动 中 经 过 积淀 、 凝 结 而 成 
为 数学 观念 。 观 念 是 思想 的 综合 、 概 括 和 内 化 。 思 想 受 具体 问题 
情景 的 启发 而 有 易 变 性 和 活 著 性 ， 观 念 往往 脱离 具体 情景 而 比 思 
想 更 加 稳定 、 内 在 ,数学 观念 在 思维 的 全 过 程 中 都 要 发 挥 作用 , 主 
要 表现 为 对 思维 的 意识 、 控制 (出 发 点 、 指向、 依据 )。 数 学 观念 
可 以 分 为 技术 性 成 分 和 哲学 性 成 分 .@ 技 术 成 分 如 抽象 意识 、 推理 
意识 、 整 体 意识 、 化 归 意 识 、 推 广 意 识 和 应 用 意识 等 〈 实 际 上 与 
数学 思想 相当 ), 它 对 数学 方法 的 形成 、 对 灵活 地 支配 和 运用 这 些 
方法 有 重要 价值 ， 对 解 题 策略 的 形成 也 有 直接 的 影响 。 哲 学 性 成 
分 在 反思 的 过 程 中 形成 ， 主 要 指 经 过 提炼 、 升 华 形成 的 信念 ， 它 
能 给 所 有 反应 提供 方向 和 力量 。 它 对 数学 态度 的 习 得 和 组 织 有 重 
大 作用 。 

数学 的 学 习 与 教学 ,应 发 展 起 学 生 的 数学 观念 或 数学 头脑 ,这 
种 数学 观念 实际 上 就 是 指 对 数学 的 根本 态度 。 所 谓 一 个 人 具备 数 
学 观念 ， 实 际 上 是 指 他 已 学 会 用 数学 的 眼光 来 看 待 周围 事物 ， 能 
用 数学 的 方法 来 处 理 周围 事物 ， 或 者 说 ， 在 他 的 头脑 中 ， 数 学 关 
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系 已 经 成 为 他 的 一 种 基本 思维 模式 。 这 样 , 当 他 面临 新 的 事物 时 ， 
就 会 习惯 地 将 其 归结 为 数学 关系 。 如 果 学 生 在 学 校 学 习 和 教学 过 
程 中 真正 培养 了 数学 观念 ， 那 么 ， 在 他 离开 学 校 走向 社会 后 ， 即 
使 没有 机 会 具体 使 用 数学 知识 ， 数 学 的 具体 知识 逐渐 淡忘 了 ， 但 
扎根 于 学 生 头脑 中 的 数学 思维 方法 、 研 究 方法 、 推 理 方法 等 却 能 
随时 随地 发 挥 作用 ， 使 他 终身 受益 。 数 学 教学 中 ， 追 求 数学 观念 
的 教育 ， 实 际 上 是 从 哲学 方法 论 的 高 度 对 数学 思想 方法 的 本 质 内 
涵 的 理解 ， 而 这 正 是 数学 教学 中 贯彻 素质 教育 思想 ， 提 高 学 生 的 
科学 文化 素养 的 关键 所 在 。 


三 ”对 数学 思想 方法 的 若干 认识 


(一 ) 初等 数学 中 ， 学 生 应 该 掌 握 的 主要 数学 思想 方法 

1. 函数 思想 。 客观 世界 中 的 事物 是 运动 变化 的 .相互 制约 的 ， 
噬 相 互 依存 又 相互 矛盾 ， 从 而 推动 事物 的 发 展 。 这 种 关系 在 数学 
中 集中 反映 在 函数 和 函数 思想 上 ,变量 思想 是 函数 思想 的 基础 , 映 
射 是 函数 的 本 质 ， 数 形 结 合 、 方 程 和 不 等 式 是 函数 思想 的 具体 体 
现 。 这 里 , 方程 和 不 等 式 可 以 看 成 是 常量 与 变量 之 间 的 制约 关系 ， 
方程 的 解 可 以 看 成 是 特殊 函数 值 所 对 应 的 自 变量 ， 不 等 式 的 解 可 
以 看 成 是 函数 值 域 的 某 个 子 集 所 对 应 的 原 象 集 的 子 集 。 

客观 现实 中 之 所 以 存在 问题 ,是 因为 有 “未 知 世 界 ”, 所 谓 解 
决 问题 实际 上 就 是 化 未 知 为 已 知 ， 转 化 的 实现 依靠 联系 未 知 与 已 
知之 闻 的 “桥梁 ”, 而 “桥梁 ”的 架设 则 体现 了 “设计 师 ” 的 思想 。 
数学 中 ， 方 程 或 不 等 式 是 联系 已 知 与 未 知之 间 的 桥梁 ， 函 数 反映 
了 已 知 与 未 知之 间 的 依存 关系 ， 因 此 ， 处 理 数学 问题 处 处 需要 函 
数 思想 。 

2. 分 类 思想 。 这 是 科学 研究 中 的 基本 逻辑 方法 ， 当 面临 的 问 
题 情 景 复杂 、 有 层次 众多 、 视 角 广 泛 时 ， 我 们 可 以 选择 一 个 适当 的 
标准 ， 不 重 不 漏 地 将 其 分 解 为 一 系列 情景 简单 、 层 次 单一 而 且 比 
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较 热 悉 的 小 问题 ， 然 后 “各 个 击破 ”， 再 把 解决 了 的 小 问题 综合 起 
来 而 获得 对 原 问 题 的 解决 ， 这 就 是 分 类 思想 。 其 具体 实施 的 结果 
就 是 把 难度 较 大 的 问题 转化 成 了 难度 较 小 的 问题 ， 实 现 了 化 难为 
易 、 化 繁 为 简 的 目的 。 因为 每 一 类 情况 都 增加 了 一 个 前 提 条 件 ， 分 
散 了 问题 的 难点 ， 所 以 分 类 实现 了 问题 转化 。 初 等 数学 中 ， 从 字 
母 代 表 数 开始 ， 像 绝对 值 概 念 、 算 术 根 概念 、 函 数 性 质 〈 单 调 性 、 
奇偶 性 、 周 期 性 等 ) 的 讨论 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 的 定义 和 性 质 、 
排列 与 组 合 的 区 分 、 平 面 几何 中 各 种 图 形 性 质 的 讨论 (如 弦 切 角 
度数 定理 的 证 明 )、 解 析 几 何 中 方程 对 曲线 位 置 及 性 质 的 影响 的 讨 
论 、 参 数 的 引入 及 讨论 等 ， 都 涉及 到 分 类 思想 。 可 以 说 ， 分 类 思 
想 贯穿 数学 研究 的 始终 。 

在 具体 教学 中 ， 概 念 教学 需要 区 分 概念 事例 的 局 性 ， 建 构 认 
知 结构 的 过 程 中 需要 分 清 知识 之 间 的 联系 方式 ， 在 解决 问题 时 需 
要 对 问题 进行 分 析 与 综合 等 ， 这 些 都 需要 分 类 思想 的 指导 。 

3. 数 形 结合 思想 。 数 与 形 是 数学 研究 对 象 的 两 个 侧面 ， 把 数 
最 关系 和 空间 形式 结合 起 来 去 分 析 问题 、 解 决 问题 ， 就 是 数 形 结 
合 思 想 。 具 体 来 说 ， 数 量 关系 获得 几何 解释 ， 可 以 使 问题 变 得 直 
观 形象 ， 使 人 易于 洞察 问题 的 本 质 ; 几何 问题 得 到 代数 表示 ， 可 
以 使 抽象 的 推理 论证 转化 为 程序 化 操作 的 代数 运算 ， 实 现 化 难为 
易 的 目的 ， 并 使 人 获得 对 问题 的 精确 化 、 理 性 化 的 认识 。 代 数 给 
人 以 精确 ,几何 给 人 以 直观 ,“ 当 这 两 门 科学 结合 成 伴侣 时 , 它们 
就 相互 吸取 新 鲜 活 力 , 以 最 快 的 速度 走向 完善 ”。 数 形 结合 思想 确 
切 地 反映 了 客观 事物 深层 次 的 内 在 联系 和 蔬 盾 统一 的 辩证 规律 。 

4. 化 归 思 想 。 客 观 事物 是 不 断 发 展 变化 的 , 事物 之 间 的 相互 
联系 和 转化 ， 是 现实 世界 的 普遍 规律 。 数 学 中 充满 了 矛盾 ， 如 已 
知 和 未 知 、 复 杂 和 简单 、 热 悉 和 陌生 、 困 难 和 容易 等 ， 实 现 这 些 
矛盾 的 转化 ， 化 未 知 为 已 知 ， 化 复杂 为 简单 ， 化 陌生 为 熟悉 ， 化 
困难 为 容易 , 就 是 化 归 的 思想 实质 , 任何 数学 问题 的 解决 过 程 , 都 
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是 一 个 未 知 向 已 知 转化 的 过 程 , 是 一 个 等 价 转化 的 过 程 , 所 以 ,化 
归 是 基本 的 数学 思想 。 

具体 来 说 ， 加 法 与 减法 的 转化 ， 且 法 与 除法 的 转化 ， 乘 方 与 
开 方 的 转化 ， 对 数 与 指数 的 转化 等 是 具体 内 容 的 转化 ， 而 从 本 质 
上 来 看 ,利用 对 数 运算 可 以 实现 从 高 级 运算 向 低级 运算 的 转化 , 利 
用 诱导 公式 可 以 实现 任意 角 的 三 角 函 数 向 锐角 三 角 函 数 的 转化 ， 
利用 三 三 线 定理 可 以 实现 空间 问题 向 平面 问题 的 转化 。 构 造 各 种 
教学 模型 〈 如 函数 、 方 程 、 不 等 式 、 数 列 、 几 何 图 形 等 ) 是 问题 
解决 过 程 中 转化 思想 的 体现 。 

《二 ) 数学 思想 方法 在 数学 认 知 结构 中 的 地 位 

从 认 知 的 角度 看 ， 数 学 学 习 过 程 是 数学 认 知 结构 的 不 断 建构 
(或 组 织 与 重新 组 织 ) 过 程 , 而 图 式 的 形成 和 变化 就 是 认 知 发 展 的 
实质 。 图 式 是 指 学 生 对 数学 学 习 材料 的 知觉 、 理 解 和 思考 的 方式 。 
按照 皮 亚 杰 的 观点 ， 认 知 发 展 是 受 同 化 、 顺 应 和 平衡 三 个 基本 过 
程 影响 的 。 

1. 同化 

在 认 知 心理 学 中 ， 同 化 是 指 个 体 将 新 的 信息 与 知识 、 观 念 
等 是 同义词 ) 纳入 到 他 已 有 图 式 〈 认 知 结构 》 中 的 过 程 ,就 像 消 
化 系统 将 营养 物 骸 收 一 样 。 同 化 有 三 种 不 同形 式 (或 层次 ); (1) 
再 现 人 性 间 化 ， 即 基于 个 体 对 某 一 环境 刺激 作出 的 重复 性 反应 ; 
《2》 再 认 性 同化 ， 即 基于 个 体 在 辨别 事物 之 间 差 异 的 基础 上 作出 
不 同 反 应 的 能 力 ; 〈3》 概括 性 同化 ， 即 基于 个 体 知觉 物体 之 间 的 
相似 性 并 把 它们 归于 不 同类 别 的 能 力 。( 邵 瑞 珍 ，1990) 

2. 顺应 

显 应 是 指 个 体 调节 自己 的 已 有 图 式 ( 认 知 结构 ,以 适应 新 的 
环境 (刺激 情境 的 过 程 。 这 是 对 已 有 图 式 的 修改 或 重建 。 

3. 平衡 . 

要 使 个 体 与 环境 的 相互 作用 能 导致 他 认 知 水 平 的 不 断 提高 ， 

123 


就 必须 有 同化 与 顺应 之 间 的 某 种 均 势 ， 皮 亚 杰 将 这 种 均 势 称 作 平 
衡 。 

皮 亚 杰 认 为 , 个体 的 认 知 发 展 ， 从 心理 机 能 的 角度 看 ， 是 从 
外 部 感知 运动 开始 的 , 个 体 出 生 后 , 以 先天 遗传 的 图 式 为 基础 , 与 
环境 进行 相互 作用 ， 不 断 地 对 环境 作用 进行 同化 、 顺 应 ， 实 现 动 
态 平衡 ， 人 队 而 使 简单 的 图 式 相互 作用 、 协 调 成 为 逐渐 复杂 化 的 图 
式 ， 在 感知 运动 阶段 的 后 期 ， 出 现 了 具有 包容 关系 、 序 列 关系 和 
一 一 对 应 关系 的 智 闲 动作 图 式 。 随 着 符号 功能 的 出 现 ， 这 三 种 动 
作 图 式 逐 渐 内 化 成 为 三 种 最 基本 的 内 部 运算 图 式 。 这 三 个 基本 结 
构 是 个 体 整 个 运算 的 基础 。 通 过 不 断 的 同化 和 上 顷 应 ， 三 个 基本 结 
构 不 断 协 调整 合 ， 从 而 建构 起 越 来 越 高 级 的 心理 运算 图 式 。 从 数 
学 思维 结构 的 角度 来 说 ， 皮 亚 杰 认为 ， 数 学 思维 的 结构 与 数学 科 
学 的 结构 十 分 相似 ， 数 学 有 三 种 基本 结构 ， 即 代数 型 结构 、 顺 序 
型 结构 和 拓扑 型 结构 ， 从 而 ， 数 学 思维 可 以 分 成 与 数学 的 基本 结 
构 类 型 完全 相同 的 三 种 结构 。 从 学 习 以 获得 关于 客观 世界 的 经 验 
的 过 程 来 说 ， 个 体 接触 新 的 环境 信息 时 ， 首 先 会 用 已 有 图 式 去 同 
化 它 ， 如 果 同 化 成 功 ， 则 丰富 了 相应 图 式 的 内 含 ， 并 得 到 暂时 平 
衡 ， 如果 已 有 图 式 不 能 同化 环境 信息 ， 个 体 便 会 作出 顺应 ， 即 调 
节 已 有 图 式 ， 或 者 构建 新 的 图 式 ， 直 至 达到 认识 上 的 新 平衡 。 总 
之 ， 同 化 与 顺应 之 间 的 不 平衡 ， 引起 个 体 消 除 不 平衡 的 心理 倾向 ， 
使 个 体 努 力 去 寻找 消除 不 平衡 的 办 法 ， 以 达到 一 种 新 的 、 更 高 水 
平 的 平衡 , 这 就 是 个 体 智 慧 发 展 的 实质 . 当然 , 平衡 是 暂时 的 , 环 
境 刺激 会 不 断 地 引起 新 的 不 平衡 ， 而 个 体 则 依赖 于 同化 与 顺应 这 
两 种 机 能 ， 通 过 与 环境 的 相互 作用 ， 不 断 地 使 自己 的 认识 从 一 种 
平衡 状态 过 渡 到 新 的 、 更 高 级 的 平衡 状态 。 

就 数学 认 知 结构 的 组 成 因素 来 说 , 主要 有 数学 的 概念 、 定理 、 
公式 、 法 则 、 定义 等 以 及 它们 之 间 的 联系 方式 , 数学 思想 方法 , 数 
学 观念 , 以 及 作为 数学 认 知 活动 动力 系统 的 非 认 知 因素 。 显然 , 数 
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学 的 概念 、 定 理 、 公 式 、 法 则 、 定 义 及 它们 之 间 的 联系 方式 是 数 
学 认 知 结构 的 “硬件 "， 是 进行 有 效 数 学 活动 的 “物质 基础 *， 但 
它们 本 身 并 不 具备 能 动 性 ; 数学 观念 是 认 知 结构 中 的 “监控 系 
统 ”, 在 具体 的 数学 认 知 活动 中 , 它 起 着 定向 、 控制 和 调节 的 作用 ， 
是 提高 数学 活动 的 自觉 性 、 正 确 性 、 速 度 和 效率 的 保证 ， 但 它 对 
数学 活动 所 发 挥 的 作用 是 宏观 上 的 ， 数 学 思想 方法 融合 于 数学 概 
念 、 定 理 、 公 式 、 法 则 、 定 义 之 中 ， 是 它们 的 精神 和 灵魂 ， 则 时 ， 
数学 思想 方法 又 是 形成 数学 观念 的 前 提 , 因此 , 在 数学 活动 中 , 它 
既是 活动 的 具体 指导 思想 ， 又 是 活动 过 程 中 所 必须 具备 的 知识 基 
础 一 一 既 提 供 思维 策略 ， 又 提供 具体 手段 。 所 以 ， 数 学 思想 方法 
在 教学 认 知 结构 中 的 地 位 是 非常 特殊 的 。 无 论 是 同化 过 程 还 是 硕 
应 过 程 ， 实 际 上 都 是 已 有 数学 认 知 结构 与 新 数学 知识 之 间 进 行 相 
互 作用 ， 并 实现 从 昌 的 平衡 向 新 的 平衡 转化 的 过 程 ， 而 转化 是 数 
学 思想 方法 的 核心 与 精 丹 。 数 学 思想 方法 是 数学 认 知 结构 中 最 积 
极 活跃 的 因素 。 

(三 ) 数学 思想 方法 的 教学 

1. 数学 思想 方法 的 教学 应 落实 在 每 一 堂 数学 课 上 

那么 ,数学 教学 中 应 该 如 何 引 导 学 生 学 习 数 学 思想 方法 呢 ?我 
们 认为 ， 以 启发 式 教学 思想 为 指导 ， 注 重 数 学 学 习 的 过 程 性 、 活 
动 性 ， 引 导 学 生 在 学 习 过 程 中 进行 主动 的 思维 ， 使 学 生 有 独立 地 
发 现 问 题 、 分 析 问题 和 解决 问题 的 机 会 ， 一 名 话 ， 就 是 要 培养 学 
生养 成 独立 思考 的 习惯 ， 这 样 才能 使 学 生 掌 握 数学 思想 方法 。 另 
外 ， 数 学 思想 方法 的 掌握 是 一 项 长 期 的 任务 ， 应 该 落实 在 每 一 党 
数学 课 土 。 或 者 说 ， 数 学 思想 方法 的 学 习 不 是 空中 楼 阁 ， 而 是 实 
实在 在 地 反映 在 数学 教学 过 程 中 的 。 这 就 要 求 数学 教师 在 设计 教 
学 方案 、 实施 教学 过 程 时 , 应 时 刻 注意 利用 数学 知识 的 形成 过 程 ， 
使 数学 思想 方法 的 教学 融合 在 数学 知识 的 学 习 过 程 之 中 。 下 面 我 
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们 试 举 一 例 .9 
“x 边 形 的 4 个 外 角 和 等 于 多 少 度 ?” 
为 了 解决 这 一 问题 ， 教 师 作 了 以 下 三 张 图 〈 如 图 3 . 2. 1)， 





图 3.2.1 
图 中 ，(1) 的 三 个 外 角 和 为 5,; (2) 的 四 个 外 角 和 为 8, 
(3) 的 五 个 外 角 和 为 5;。 
“如 果 你 站 在 图 中 〈1) 的 4 点 ， 视 线 沿 着 4P 的 方向 图 
3.2.2), 第 一 次 转 一 个 角 (一 1)， 使 你 的 入 线 方向 为 4B， 第 二 次 


@ 中国 著名 特级 教师 教学 思想 录 “中 学 数学 卷 . 南京 江苏 教育 出 版 社 , 1996、 
8.19 
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转 一 个 角 (人 4), 使 你 的 视 
线 4Q 与 BC 平行 ， eens ”学 
生 认 图 上 立即 发 现 ， 人 人 4 与 
了 2 是 同位 角 , 因 此 相等 .而 
两 次 所 转 的 角 正 好 是 两 个 
外 角 人 1 和 人 2。 再 转 第 三 
次 , 使 视线 回 到 原来 的 位 置 
4P ,所 转 的 角 与 二 3 是 同位 
角 , 于 是 , 旋转 了 360"， 正 





图 3.2.2 


好 是 三 个 外 角 的 和 , 即 5 二 360°。 接着 再 用 间 样 的 方法 来 研究 5,， 
很 快 获得 四 边 形 的 四 个 外 角 和 也 等 于 360"。 最 后 ， 几 乎 不 用 再 进 
行 直 观 操作 ， 学 生 就 能 得 出 ，” 边 形 的 = 个 外 角 之 种 等 于 360"。 


为 了 使 学 生 的 空间 想 
象 能 力 获得 进一步 的 发 展 ， 
教师 又 对 图 3.2.2 的 意义 
作 了 进一步 深化 : 我 们 设 
想 , 让 A4BC 的 边 BC 平行 
移动 至 BC ， 得 图 3. 2. 3， 
这 时 ， 原 来 的 三 角形 “ 变 小 
了 ?”， 但 是 每 一 个 外 角 的 大 





外 3.2.3 


小 不 变 ; 继续 让 BC: 平行 移动 , 使 三 角形 继续 缩小 ， 而 所 得 到 的 
“小 三 角形 ”的 每 个 外 角 与 原 三 角形 的 对 应 外 角 总 是 相等 的 。 这 一 
过 程 可 以 一 直 进行 下 去 , 直到 三 角形 “退化 ”为 一 个 点 (4 点 )， 这 
时 所 有 外 角 就 聚 到 一 点 (都 以 4 为 角 的 顶点 ), 它们 组 成 一 个 360* 


的 角 。 


对 于 多 边 形 ， 我 们 也 可 以 作 同样 的 想象 。 
.当然 ,由 于 我 们 可 以 从 不 同 角度 来 理解 同一 知识 , 因此 , 展示 
知识 形成 过 程 的 方法 也 可 以 是 不 同 的 。 上 例 中 ， 我 们 还 可 以 从 多 
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边 形 的 定义 出 发 ， 利 用 内 角 与 外 角 之 间 的 关系 来 获得 定理 : 由 于 
多 边 形 的 外 角 是 “多 边 形 的 角 的 一 边 与 另 一 边 的 延长 线 所 组 成 的 
角 ”, 因此 , 多边 形 的 外 角 是 与 它 有 公共 顶点 的 内 角 的 邻 补 角 , 这 
样 ,n 边 形 的 内 角 和 十 nx 边 形 的 外 角 和 一 *。180", 而 n 边 形 的 内 角 
和 二 (n 一 2〉》，…180”( 这 可 以 通过 三 角形 内 角 和 、 四 边 形 内 角 和 、 
we 的 不 完全 归纳 获得 ， 也 可 以 通过 把 多 边 形 内 角 和 转化 为 三 角 
形 内 角 和 而 获得 》, 故 w 边 形 的 外 角 和 二 nx * 180" 一 (n 一 2) ，180° 
=360°。 

以 上 两 种 方法 各 有 特点 。 第 一 种 方法 比较 形象 直观 , 有 操作 、 
有 想象 、 有 分 析 、 有 归纳 ， 是 具体 与 抽象 相 结合 的 范例 ， 但 知识 
之 间 的 相互 联系 性 展示 得 不 够 充分 : 而 第 二 种 方法 ， 知 识 之 间 的 
相互 联系 性 暴露 无 遗 ， 有 分 析 、 有 归纳 、 有 转化 ， 是 利用 已 有 认 
知 结构 中 的 相关 知识 ， 通 过 同化 和 顺应 ， 将 新 知识 内 化 到 认 知 结 
构 中 去 的 范例 ， 但 这 种 教学 方法 的 直观 性 稍 差 ， 需 要 学 生 具 有 较 
强 的 认 知 能 力 ， 较 好 的 知识 基础 。 而 它们 的 一 个 共同 特点 是 : 强 
调 了 知识 的 形成 过 程 。 

实践 表明 , 通过 向 学 生 展 示 “n 边 形 的 = 个 外 角 和 等 于 360"” 
这 个 定理 的 直观 背景 和 抽象 过 程 ， 学 生 的 思维 活动 被 激活 了 ， 通 
过 他 们 自己 主动 的 思维 活动 ， 不 但 掌握 了 定理 ， 而 且 还 受到 了 数 
学 思想 方法 乃至 数学 观念 的 训练 : 从 特殊 到 一 般 、 从 简单 到 综合 ， 
即 一 般 化 和 特殊 化 思想 ; 从 直观 到 抽象 不 断 转化 , 即 化 归 思 想 ; 运 
动 变化 思想 等 。 另 外 ， 通 过 这 样 的 教学 过 程 ， 学 生 也 能 从 中 体验 
到 ， 数 学 不 仅 有 严密 的 逻辑 推理 ， 抽 象 的 演绎 论证 ， 在 数学 理论 
的 产生 过 程 中 ， 也 有 直观 、 猜 想 、 非 逻辑 性 ， 也 有 合 情 推理 。 这 
种 展示 数学 活动 真实 过 程 的 课堂 教学 ， 使 学 生 有 机 会 看 到 数学 知 
识 的 实际 背景 和 抽象 过 程 , 货 他 们 有 机 会 开展 主动 的 思维 活动 , 通 
过 自己 的 发 现 来 获得 知识 ， 确 实 使 学 生 的 数学 思想 、 数 学 观念 得 
到 了 很 好 的 培养 和 提高 。 从 中 我 们 也 可 以 看 到 ， 数 学 思想 方法 乃 
128 


至 数学 观念 的 培养 确实 能 够 落实 到 每 一 堂 数学 课 上 。 通 过 这 样 长 
期 的 、 坚 持 不 懈 的 努力 ， 学 生 就 能 够 较 好 地 形成 对 数学 的 正确 看 
法 ， 数学 并 不 仅仅 只 有 抽象 性 、 逻 辑 性 、 严 密 性 ， 事 实 上 ， 数 学 
也 是 高 度 可 观察 的 《直观 的 )、 经 常 具 有 可 试验 性 的 科学 活动 。 在 
数学 的 研究 过 程 中 ， 充 满 着 直觉 、 试 探 、 猪 想 ， 需 要 不 断 地 调整 
思维 方向 ， 对 已 有 的 结果 进行 不 断 的 修正 ， 因 此 ， 理 解数 学 的 过 
程 事 实 上 应 该 是 “直觉 一 试探 一 出 错 一 思索 一 猜想 一 证 明 ”， 而 不 
是 “讲解 一 模仿 和 记忆 一 测验 〈 考 试 )”。 

必须 指出 的 是 ， 在 数学 思想 方法 的 教学 过 程 中 ， 不 论 采取 何 
种 教学 方法 〈 发 现 法 或 讲授 法 ), 关键 是 要 有 正确 的 教学 思想 ,把 
学 生 真正 看 成 是 学 习 的 主体 ， 把 教学 真正 建立 在 学 生 自己 的 独立 
探索 、 思 考 、 理 解 的 基础 上 ， 真 正 给 学 生 自己 进行 主动 思维 活动 
的 机 会 ， 使 他 们 在 学 习 过 程 中 有 充分 的 自由 思想 空间 ， 使 学 生 有 
机 会 经 历数 学 知识 的 发 生发 展 过 程 。 但 是 ， 在 教学 实践 中 ， 要 做 
到 这 些 并 不 容易 ， 教 师 对 学 生 的 学 习 能 力 往往 并 不 完全 信任 ， 他 
们 总 怕 学 生出 错 ， 总 怕 学 生 会 浪费 时 间 ， 总 想 擒 扶 着 学 生 ， 其 至 
不 惜 去 代替 学 生 思 维 . 而 这 些 做 法 与 培养 学 生 的 数学 思想 方法 ,发 
展 学 生 的 数学 观念 的 要 求 是 背道而驰 的 ， 也 是 与 数学 学 习 的 本 来 
面目 不 相符 合 的 。 困 此 ， 在 数学 教学 中 ， 我 们 应 当 从 数学 学 习 的 
自 盘 特 点 出 发 ， 在 使 用 抽象 的 数学 语言 和 符号 表述 思想 之 前 ， 通 
过 可 观察 的 《实物 、 图 形 、 图 表 等 )、 描 述 性 的 、 可 亲身 体验 的 形 
式 来 传播 新 的 思想 ， 从 而 引起 学 生 的 学 习 兴 趣 ， 促 使 他 们 自己 去 
试验 、 构 造 ， 用 他 们 自己 的 语言 去 病 述 和 解释 ， 以 达到 对 知识 的 
真正 理解 。 要 为 学 生 创造 一 种 环境 ， 使 他 们 在 其 中 能 扮演 自主 活 
动 的 角色 ， 有 发 挥 自己 的 聪明 才智 进行 创造 性 学 习 的 机 会 ， 能 自 
己 去 寻找 需要 的 证 据 ， 获 得 能 够 反映 自身 特点 的 对 数学 原理 的 解 
释 。 我 们 应 当 把 数学 教学 当 作 一 种 科学 探索 的 过 程 〈 当 然 ， 它 是 
在 教师 的 指导 下 进行 的 ), 而 不 要 把 它 当 成 是 一 种 语言 、 一 种 高 度 
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抽象 的 理论 ， 甚 至 是 一 种 宗教 教义 。 应 当 努 力促 使 学 生 形成 自己 
对 数学 的 理解 ， 并 能 用 自己 的 语言 来 表达 这 种 理解 ， 而 不 要 只 是 
追求 所 谓 的 精确 性 。 因为 在 学 生 的 数学 学 习 中 , 精确 而 没有 理解 ， 
理解 但 不 精确 的 现象 都 不 少见 。 通 过 死记 硬 背 而 一 字 不 差 地 重 述 
一 个 定理 ， 在 任何 时 候 都 不 能 与 理解 一 个 定理 划 上 等 号 。 正 因为 
如 此 ， 一 个 成 功 的 数学 教师 ， 在 他 的 教学 实践 中 ， 总 是 有 意 无 意 
地 在 使 用 “发 现 法 "。 事 实 上 ， 从 教学 思想 来 说 ,“ 发 现 法 ”与 我 
国 自古 以 来 所 提倡 的 “启发 式 教学 ”具有 极 大 的 一 致 性 ， 两 者 都 
特别 强调 学 生 的 自主 活动 ， 强 调 激发 学 生 的 学 习 动 机 ， 强 调 学 习 
过 程 ， 强 调 对 学 习 材 料 的 本 质 理解 。 我 们 认为 ， 极 端的 “发 现 
法 ”( 即 排除 教师 的 任何 形式 的 指导 》 并 不 符合 学 校 教育 的 实际 ， 
但 是 ， 在 目前 “机 械 学 习 ”、“ 注 入 式 ” 教 学 盛行 的 情况 下 ， 强 调 
学 生 自 己 主动 地 “发 现 ”具有 非常 积极 的 意义 。 

2. 数学 思想 方法 的 “训练 序 ” 

下 面 我 们 将 介绍 上 海 黄浦 区 朱 成 杰 等 所 进行 的 “数学 思想 方 
法 训练 序 ” 的 研究 ， 从 中 我 们 可 以 看 到 ， 数 学 思想 方法 的 教学 也 
可 以 从 无 序 走向 有 序 ,从 而 可 以 改变 数学 思想 方法 教育 的 盲目 性 、 
随意 性 ， 增 强 自觉 性 、 计 划 性 。 

首先 ， 研 究 者 对 初中 课本 中 出 现 或 蕴涵 的 数学 思想 方法 进行 
了 归 类 统计 ， 获 得 了 一 个 频数 分 布 表 〈 见 下 页 )。 

表 中 数据 是 以 节 为 单位 ， 按 照 在 本 节 中 是 否 用 到 某 一 思想 方 
法 的 标准 进行 计算 , 用 到 的 计 1 分 ， 否 则 计 0 分 , 最 后 累加 而 得 。 
研究 者 认为 ， 从 统计 结果 可 以 看 出 ， 初 中 数学 中 蕴涵 了 丰富 的 数 
学 思想 方法 内 容 ， 说明 在 初中 加 强 数 学 思想 方法 不 但 重要 ， 而且 
具有 现实 可 行 性 。. 
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数学 思想 方法 
抽象 概括 69 
化 归 | 52 
数学 模型 | 49 
| 4 | 3 
归纳 猜想 28 13 Cu 
分 类 16 1 11 27 
类 比 20 6 26 
特殊 化 24  ， 21 45 
演 绎 | 37 66 103 
完全 归纳 法 0 2 2 
反 证 法 0 ] 8 8 
换 元 法 21 0 21 
待定 系数 法 9 0 9. 
配方 法 6 0 6 





研究 者 将 上 表 中 的 内 容 划 分 成 了 三 种 类 型 : 第 一 类 称 为 宏观 
型 思想 方法 ， 包 括 抽象 概括 、 化 归 、 数 学 模型 、 数 形 结合 、 归 纳 
犹 想 等 ， 其 中 抽象 概括 、 数 学 模型 、 归 纳 猜想 等 常常 与 数学 知识 
的 发 生 、 发 现 过 程 紧密 相 联 ， 是 将 现实 世界 进行 数学 化 的 重要 方 
法 ; 化 归 是 处 理 数学 问题 时 的 基本 思路 ， 具 有 很 强 的 思维 导向 功 
能 ， 数 形 结合 则 反映 了 数学 各 科 之 间 的 内 部 联系 和 统一 性 ， 体 现 
了 人 们 对 数学 的 总 体 认识 。 第 二 类 是 逻辑 型 思想 方法 , 包括 分 类 、 
完全 归纳 法 、 反 证 法 、 演 绎 法 、 特 殊 化 方法 等 ,它们 都 具有 确定 
的 逻辑 结构 ， 如 演绎 法 ， 其 主要 形式 是 三 段 论 ， 具 有 精确 的 轴 辑 
表达 结构 。 第 三 类 叫 技巧 型 思想 方法 ， 包 括 换 元 法 、 配 方法 、 待 
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定 系数 法 等 ， 这 类 方法 直接 用 于 解 题 ， 具 有 一 定 的 操作 步 又 。 

在 统计 的 基础 上 ， 实 验 者 提出 了 “训练 序 ” 的 概念 。 他 们 认 
为 ， 尽 管 数 学 思想 方法 的 形成 要 经 历 较 长 的 过 程 ， 学 生 掌 握 数学 
思想 方法 并 不 能 与 理解 知识 、 形 成 技能 同步 ， 比 数学 知识 的 教学 
要 困难 得 多 ， 但 是 数学 思想 方法 的 教学 也 可 以 做 到 由 无 序 到 有 序 
地 进行 。 以 化 归 方 法 为 例 : 

化 归 方 法 是 指 通过 数学 内 部 的 联系 各 矛盾 运动 ， 在 转变 中 实 
现 癌 题 的 规范 化 ， 即 将 待 解决 的 问题 转化 为 规范 问题 ， 从 而 使 问 
题 获得 解决 的 方法 。 所 谓 规范 问题 是 指 具 有 确定 的 解决 方法 和 解 
题 程序 的 问题 ,而 将 一 个 问题 转化 为 规范 问题 的 过 程 就 叫 规 范 化 。 
实际 上 ,化 归 就 是 通过 转化 将 问题 归结 到 某 个 已 知 的 数学 模式 上 。 
例如 ， 一 元 二 次 方程 及 其 相关 知识 如 判别 式 、 求 根 公式 、 韦 达 
定理 等 ) 是 一 个 数学 模型 ， 将 一 个 方程 通过 配方 等 手段 转化 为 型 
如 af”(z) 十 b 疡 (x) 十 c 二 0la 关 0), 再 通过 换 元 而 化 归 为 一 元 二 次 
方程 , 就 是 将 问题 模式 化 的 过 程 。 化 归 方法 包含 三 个 基本 要 素 , 即 
化 归 的 对 象 、 目 标 和 方法 。 教 学 中 , 应 当 采 取 多 次 孕育 的 方法 , 结 
合 数 学 知识 的 学 习 ， 让 学 生 逐 步 栖 会 到 化 归 的 基本 思想 ， 了 解 化 
归 的 基本 步骤 ， 逐 渐 掌 握 化 归 方 法 。 

初中 数学 教学 中 , 首先 在 有 理 数 教学 时 孕育 化 归 思 想 . 例如 ， 
利用 绝对 值 可 以 将 有 理 数 大 小 比较 问题 转化 为 算术 数 大 小 比较 问 
题 ， 有 理 数 四 则 运算 转化 为 算术 数 四 则 运算 ; 整 式 加 减 的 实质 是 
利用 同类 项 概念 转化 为 有 理 数 的 加 减 。 通 过 这 两 次 孕育 ， 学 生体 
会 到 化 归 的 基本 思想 是 将 新 知识 转化 为 旧 知识 。 

在 教学 “一 元 一 次 方程 和 它 的 解法 " 时 进一步 孕育 化 归 思 想 ， 
使 学 生 明确 最 简 方 程 + 二 a 是 解 一 元 一 次 方程 的 化 归 目 标 ， 解 方 
程 的 过 程 是 : 首先 寻找 所 给 方程 与 目标 的 差异 ， 然 后 设法 消除 差 
蜡 , 达到 化 归 目 标 , 即 化 为 最 简 方 程 。 化 归 的 具体 方法 是 去 分 母 、 
去 括号 、 移 项 、 合 并 同类 项 等 。 
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在 教 “ 一 次 方程 组 的 解法 "时 , 除了 使 学 生 明 确 化 归 对 象 、 目 
标 和 方法 外 ， 还 要 使 学 生理 解 一 元 一 次 方程 在 解 一 元 一 次 方程 时 
是 化 归 对 象 ， 而 在 解 方程 组 时 却 是 化 归 目 标 ， 使 学 生 初步 认识 到 
化 归 目 标 应 当 根据 问题 的 要 求 而 定 ， 具 有 相对 性 。 ”. 

在 教学 “一 元 二 次 方程 ”时 , 继续 用 化 归 思 想 指导 解 方程 , 在 
一 元 一 次 方程 的 基础 上 学 习 一 元 二 次 方程 、 简 单 高 次 方程 、 分 式 
方程 、 无 理 方程 、 二 元 二 次 方程 组 ， 重 点 就 是 抓 如 何 化 归 ， 掌 舞 
“ 降 次 ”、“ 消 元 ”的 化 归 方法 。 通 过 用 化 归 方 法 解 上 述 各 类 方程 的 
集中 训练 ， 强 化 化 归 方法 ， 并 引导 学 生 归 纳 总 结 出 : 

(1) 化 归 方 法 有 三 个 要 素 ， 妈 对象、 目标 、 方 法 ; 

(2) 新 知识 可 以 通过 一 定 方法 化 归 为 旧 知 识 ; 

(3) 化 归 目 标 具有 相对 性 和 层次 性 , 应 当 具 体 问题 具体 分 析 。 

学 完 “ 一 元 二 次 方程 ”后 ， 多 数学 生 已 经 理解 解 代数 方程 的 
基本 思路 是 : 无 理 方程 有 理化 ,分 式 方程 整 式 化 ， 高 次 方程 低 次 
化 ; 解 方程 组 的 基本 思路 是 ， 通过 消 元 、 降 次 将 方程 组 化 归 为 一 
元 二 次 方程 或 一 元 一 次 方程 至 此 , 学 生 已 经 初步 形成 化 归 方法 。 

进一步 的 ， 在 平面 几何 教学 中 ， 使 学 生 认 识 到 ， 复 杂 图 形 是 
由 人 简单 图 形 组 成 的 ， 因 此 ， 只 要 在 复杂 图 形 中 析出 简单 的 基本 图 
形 ， 以 基本 图 形 作 为 化 归 目 标 ， 将 复杂 图 形 化 归 为 基本 图 形 ， 这 
就 是 解 几何 问题 的 化 归 思 想 ， 化 钝 角 三 角 函 数 为 锐角 三 角 函 数 也 
是 化 归 方 法 的 应 用 ， 等 。 通 过 各 种 新 的 情景 下 的 应 用 ， 学 生 对 化 
归 方 法 的 理解 得 到 了 巩固 、 深 化 。 

经 过 实践 ， 研 究 者 将 数学 思想 方法 的 教学 过 程 设 计 成 多 次 孕 
育 、 初 步 形成 、 应 用 发 展 三 个 阶段 ， 并 编制 出 了 《初中 数学 思想 
方法 训练 亩 》， 对 每 一 种 数学 思想 方法 都 设计 了 若干 孕育 点 、 初步 
形成 期 和 若干 应 用 发 展 课题 。 他 们 认为 ， 初 步 形成 期 的 设计 是 关 
键 ， 而 数学 思想 方法 的 初步 形成 应 满足 ，(1) 理解 该 思想 方法 的 
含义 ; (2) 初步 掌握 方法 的 操作 步骤 并 能 应 用 于 较 简 单 的 情形 ; 
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(3) 理解 该 方法 的 使 用 范围 和 局 限 性 。 另 外 ， 初 步 形 成 期 应 视 学 
生 水 平和 教学 具体 情况 而 定 ， 如 化 归 方法 的 初步 形成 期 定 在 “一 
元 二 次 方程 ”这 一 章 , 但 学 生 水 平 高 ,确定 在 “一 元 一 次 方程 ”这 
一 章 也 是 可 以 的 。 

研究 者 通过 实践 ， 制 定 了 一 个 初中 数学 思想 方法 初步 形成 期 
分 布 表 : 



























































初 一 (下) 初 二 (上 ) 初 二 《下 ) 初 三 (上 ) 
抽象 概括 函 玫 概 人 
化 归 一 元 二 次 方程 
全 | 坐标 系 
数 形 结合 去 
一 元 二 次 方程 
数学 模型 | we 
= -一 六 
归纳 猜想 这 角形 内 角 和 和 
| 
分 类 实 数 
二 | 
类 比 | 分 式 
特殊 化 特殊 四 边 形 
演 绎 | 证 明 上 
守 全 归纳 法 四 半角 度量 定理 
十 
一。 | 可 化 为 一 元 一 
换 元 法 ”| 次 方程 的 方程 
十 | 
待定 系数 法 [mm 
配方 法 一 元 二 次 方 各 | 


从 表 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 各 数学 思想 方法 的 训练 序 。 
最 后 ， 他 们 提出 了 进行 数学 思想 方法 教学 的 原则 ， 即 : 
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1, 化 隐 为 显 原则 。 数 学 思想 方法 需要 有 意识 地 进行 教学 , 要 
使 学 生 把 数学 思想 方法 作为 明确 的 学 习 对 象 加 以 学 习 ， 因 此 ， 教 
学 应 当 以 知识 为 载体 ， 把 隐藏 在 知识 中 的 思想 方法 揭露 出 来 

2. 循序 渐进 原则 。 数 学 思想 方法 教学 应 与 知识 教学 相 结合 ， 
与 学 生 认 知 水 平 相 适应 ， 按 照 反 复 孕 育 、 初 步 形成 、 应 用 发 展 的 
顺序 完成 ， 其 中 ， 结 合 不 同 知识 ， 有 意识 地 反复 孕育 同一 个 数学 
思想 方法 尤其 重要 。 宜 采取 “小 步 走 “ 多 层次 ”的 教学 方法 ; 

3. 学 生 参 与 原则 。 数学 思想 方法 的 教学 是 数学 活动 过 程 的 教 
学 ， 具 有 动态 性 ， 重 在 思辩 操作 ， 因 此 必须 组 织 学 生 积极 参与 教 
学 过 程 ， 才 能 未 步 领 宫 、 形 成 和 掌握 数学 思想 方法 。 

我 们 认为 ， 这 一 研究 成 果 ， 对 于 改变 当前 数学 教学 中 普遍 存 
在 的 重 结论 轻 过 程 、 重 知识 轻 方法 、 重 形式 轻 思想 的 教学 现状 具 
有 现实 意义 ， 而 且 对 提高 数学 教学 的 思想 性 进而 通过 数学 教学 培 
养 和 提高 学 生 的 素质 也 能 起 较 好 的 作用 。 当 然 ， 由 于 数学 思想 方 
法 的 内 存 联 系 性 、 整 体 性 ， 对 它 的 教学 也 就 应 当 有 综合 性 、 系 统 
人 性， 这 是 教学 中 应 十 分 注意 的 。 


第 三 节 ”从 信息 加 工 论 看 掌握 
数学 知识 的 基本 过 程 


信息 加 工 心理 学 兴起 于 20 世纪 50 年 代 后 期 , 其 后 得 到 迅速 
发 展 。 它 以 其 新 的 理论 观点 和 丰富 的 实验 成 果 迅 速 改变 着 心理 学 
的 面 久 ， 现 已 成 为 占 主导 地 位 的 心理 学 思潮 。 

信息 加 工 心理 学 的 研究 范围 主要 包括 感知 觉 , 注意、 表象 记 
忆 、 思 维和 言语 等 心理 过 程 ， 核 心 是 揭示 认 知 过 程 的 内 部 心理 机 
制 ， 即 信息 是 如 何 被 获得 、 加 工 、 储 存 和 运用 的 。 所 谓 信息 加 工 
观点 ， 就 是 将 人 脑 类 比 为 计算 机 ， 把 它 看 成 类 似 于 计算 机 的 信息 
加 工 系统 。 当 然 ， 这 种 类 比 只 涉及 软件 ， 而 不 涉及 硬件 。 通 过 计 
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算 机 对 人 的 心理 过 程 的 模拟 , 试图 对 人 的 认 知 活动 , 包括 知觉 、 记 
忆 、 思 维 等 作出 一 种 解释 ， 以 期 发 现 一 般 的 信息 加 工 原理 。 信 息 
加 工 心理 学 的 兴起 迅速 改变 着 心理 学 的 面貌 , 它 对 人 的 心理 活动 ， 
如 注意 、 知识 表征 、 记 忆 、 认 知 、 问 题解 决 等 的 内 部 机 制 的 研究 ， 
“似乎 比 以 往 任 何 一 种 心理 学 思潮 都 更 好 地 表明 心理 过 程 的 特殊 
性 ， 也 具有 更 多 的 心理 学 色彩 。?”@ 

另外 ， 信 息 加 工 理论 采用 了 许多 计算 机 的 名 词 和 语言 来 阐述 
其 观点 ， 而 这 些 名 词 和 语言 有 很 多 是 与 我 们 熟知 的 心理 学 名 词 同 
义 的 。 例 如 , “刺激 信 息 ” 与 “学 习 材料 ”“ 信 息 ” 与 “知识 ”、 
“信息 加 工 过 程 ”与 “思维 过 程 `“ 信 息 编码 ”与 “知识 的 理解 ” 
“信息 储存 ”与 “记忆 ” “信息 提 取 ” 与 “知识 应 用 ”、“ 信 息 网 
络 ” 与 “ 认 知 结构 ”等 ， 都 可 以 认为 是 同义词 。 在 学 习 和 理解 信 
息 加 工 理论 时 ， 如 果 注 意 到 这 些 ， 会 给 我 们 带 来 方便 。 

数学 学 习 活动 ， 由 于 其 学 习 材料 的 高 度 抽象 性 ， 具 有 比 别 的 
学 科 的 学 习 更 高 的 抽象 性 。 因 此 ， 数 学 学 习 是 人 类 高 层次 学 习 的 
典型 ， 数 学 学 习 活动 是 研究 人 的 高 级 心理 活动 内 部 机 制 的 最 好 素 
材 。 这样， 从 信息 加 工 观点 出 发 ， 揭 示 数 学 学 习 活动 内 部 心理 机 
制 的 意义 十 分 巨大 。 另 一 方面 ， 为 了 更 好 地 发 挥 数 学 教学 在 培养 
学 生 认 知 能 力 ， 特 别 是 在 培养 学 生 的 思维 能 力 中 的 特殊 作用 ， 教 
师 应 该 更 加 深入 地 了 解 学 生 数 学 学 习 的 内 部 过 程 ， 更 好 地 把 握 其 
内 部 机 制 , 对 数学 学 习 过 程 中 各 种 现象 的 因果 关系 作出 准确 判断 ， 
这 样 才 能 使 自己 对 学 生 的 指导 真正 做 到 有 的 放 矢 。 因 此 ， 认 真 学 
习 和 研究 信息 加 工 理论 ， 用 信息 加 工 观 点 指导 我 们 的 数学 教育 
《特别 是 数学 学 习 ) 研究 ， 是 深化 数学 教育 研究 的 需要 。 

以 下 我 们 将 结合 信息 加 工 心理 学 关于 学 习 过 程 基本 模式 的 介 
绍 ， 阐 述 我 们 对 数学 学 习 过 程 的 认识 。 


@@ 玉 几 ,等 著 . 认 知 心理 学 . 北京 ， 北 京 大 学 出 版 社 ，1992，4. 21 
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一 ”学 习 模式 

信息 加 工 心理 学 的 一 个 基本 指导 思想 是 把 人 看 成 计算 机 式 的 
信息 加 工 系统 ， 认 为 行为 是 由 大 脑 内 部 的 信息 流程 决定 的 。 学 习 
实质 上 是 由 习 得 和 使 用 信息 构成 的 。 显 然 ， 这 种 信息 流程 无 法 被 
直接 观察 到 ， 因 此 ， 作 为 一 种 推测 ， 认 知心 理学 家 构建 了 不 同 的 
模式 来 阐释 这 种 信息 流 。 就 学 习 与 记忆 过 程 来 说 ， 我 们 认为 加 涅 
所 采用 的 模式 (图 3. 3. 1) 是 比较 典型 的 。 
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二 ”信息 加 工 过 程 


(一 ) 注意 的 过 程 

在 上 述 学 习 模式 中 ,信息 首先 进入 感觉 登记 处 ， 且 延续 时 间 
很 短 。 在 感觉 登记 处 的 信息 有 一 部 分 受到 注意 ， 并 得 到 进一步 的 
加 工 ， 这 个 过 程 被 称 为 选择 性 知觉 ， 它 依赖 于 学 生 注意 感觉 登记 
处 信息 的 某 些 特点 而 忽视 其 他 特点 的 能 力 。 这 种 知觉 过 程 就 是 对 
信息 的 解释 , 它 是 一 个 现实 刺激 与 已 有 知识 经 验 相互 作用 的 过 程 。 
当 人 进行 知觉 活动 时 ， 他 的 认 知 结构 中 的 相关 知识 经 验 受 到 了 适 
合 于 它 的 外 部 信息 的 刺激 ， 于 是 这 种 相关 知识 经 验 被 激活 。 处 于 
激活 状态 的 知识 经 验 又 进一步 使 人 产生 内 部 知觉 期 望 ， 以 指导 感 
觉 器 官 有 目的 地 搜寻 特殊 形式 的 信息 。 因 此 ， 在 知觉 过 程 中 ， 被 
激活 的 已 有 知识 经 验 起 到 了 指导 知觉 的 作用 。 我 们 认为 ， 这 实际 
是 强调 了 知觉 过 程 的 主动 性 和 智慧 性 ， 也 即 强调 了 人 的 主观 能 动 
性 。 

信息 加 工 心理 学 对 知觉 的 研究 主要 涉及 模式 识别 。 所 谓 模式 
是 指 由 若干 元 素 或 成 分 按 一 定 关系 形成 的 某 种 刺激 结构 。 如 几何 
图 形 、 数 学 概念 、 公 式 、 定 理 等 都 是 模式 的 例子 。 一 个 人 确认 他 
所 知觉 的 某 个 模式 是 什么 ， 并 将 它 与 其 他 模式 区 分 开 来 ， 这 就 是 
模式 识别 。 这 是 一 个 典型 的 知觉 过 程 ， 它 依赖 于 人 已 有 的 知识 经 
验 。 一 般 来 说 ， 横 式 识别 过 程 是 感觉 信息 与 长 时 记忆 中 的 有 关 信 
息 进行 比较 ， 再 决定 它 与 哪个 长 时 记忆 中 的 项 目 有 着 最 佳 匹配 的 
过 程 。 而 对 这 种 匹配 过 程 的 实现 方式 或 途径 ， 信 息 加 工 心理 学 有 
几 种 假说 。 如 “原型 说 ”认为 ， 在 模式 识别 过 程 中 ， 外 部 刺激 只 
要 与 原型 〈 它 是 一 个 类 别 或 范畴 的 所 有 个 体 的 概括 表征 ， 反 映 了 
一 类 客体 具有 的 基本 特征 ) 进行 比较 , 只 要 两 者 有 最 近似 的 匹配 ， 
即 可 将 该 刺激 纳入 此 原型 所 代表 的 范畴 ， 从 而 得 到 识别 。 而 “ 特 
征 说 ” 则 认为 ， 在 模式 识别 过 程 中 ， 人 们 是 根据 刺激 的 一 些 重要 
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特征 以 及 它们 之 间 的 重要 关系 来 识别 的 。 另 外 ， 一 个 模式 常常 不 
是 孤立 出 现 的 ， 总 是 处 于 与 其 他 模式 或 刺激 的 相互 联系 之 中 。 这 
种 联系 性 在 模式 识别 中 的 作用 ， 越 来 越 引 起 心理 学 家 的 重视 。 总 
的 来 说 , 整体 的 结构 在 模式 识别 中 能 够 起 到 很 好 的 作用 ,例如 , 图 
3. 3.2 中 ，(1) 中 的 两 条 直线 的 关系 很 难 识别 , 而 (2) 中 的 两 条 
直线 的 关系 则 很 容易 被 识别 。 这 种 现象 被 心理 学 家 称 作 “ 结 构 优 
奴 效 应"， 这 种 效应 与 人 的 知觉 组 织 有 密切 关系 。 


a 
a 


《1) (2) 


图 3.3.2 

我 们 认为 , 信息 加 工 心理 学 对 知觉 的 这 些 研究 ， 对 我 们 在 数 
学 教学 中 如 何 向 学 生 哇 现 知 觉 材料 ， 组 织 学 生 的 知觉 加 工 ， 具 有 
重要 的 指导 意义 。 

(二 ) 租 时 记忆 

当 人 们 注意 到 刺激 时 ， 这 些 刺 激 就 处 于 短 时 记忆 中 。 要 习 得 
外 来 信息 ， 则 它 必 须 由 感觉 登记 进入 短 时 记忆 ， 并 在 短 时 记忆 中 
得 到 加 工 。 

短 时 记忆 不 但 保持 时 间 短暂 ， 而 且 容 量 有 限 。 除 非 我 们 不 断 
复述 或 思考 某 些 信息 , 否则 它们 会 在 20 一 30 秒 之 内 从 短 时 记忆 中 
消失 。 心 理学 家 认为 ， 短 时 记忆 能 够 进行 静止 的 、 心 理 上 的 信息 
重复 ， 以 保持 信息 。 这 种 复述 有 助 于 信息 编码 ， 为 长 时 记忆 作 准 

139 


备 。 心理 学 家 们 公认 ，, 短 时 记忆 容量 为 7? 士 2, 一 旦 超过 这 个 限度 ， 
新 进入 的 信息 将 “ 赶 走 ” 旧 信息 ,这 是 短 时 记忆 的 一 个 突出 特点 。 
另外 ， 短 时 记忆 中 的 信息 是 以 “组 块 ” 为 单位 的 。 所 谓 组 块 ， 举 
例 来 说 ,“ 数 、 教 、 心 、 学 、 理 、 育 ”中 ， 每 一 个 字 都 是 一 个 “组 
块 "”, 有 六 个 “组 块 ” 而 将 它们 进行 适当 的 组 合 , 成 为 “数学 、 心 
理 、 教 育 ”， 则 就 成 了 三 个 “组 块 ”; 再 组 织 成 为 “数学 教育 心理 
学 ”， 则 只 有 一 个 “组 块 ” 了。 所 以 ， 组 块 实际 上 是 一 种 信息 的 组 
织 或 再 编码 。 人 利用 自己 的 知识 经 验 对 进入 短 时 记忆 中 的 信息 加 
以 组 织 ， 使 之 构成 自己 熟知 的 、 有 意义 的 较 大 单位 。 组 块 的 作用 
就 在 于 减少 短 时 记忆 中 的 刺激 单位 ， 增 加 每 一 单位 所 包含 的 信息 
量 ， 从 而 可 以 在 短 时 记忆 容量 限度 之 内 增加 信息 量 ， 以 利于 人 完 
成 当前 的 工作 。 另 外 ， 心 理学 实验 已 经 表明 ， 组 块 的 方式 依赖 于 
人 的 知识 经 验 。 

我 们 认为 ,上 述 关于 短 时 记忆 的 理论 对 数学 教学 的 意义 极 大 。 
首先 ， 由 于 短 时 记忆 容量 有 限 ， 因 此 ， 在 教学 中 ， 教 师 绝 对 不 能 
在 短 时 间 内 向 学 生 呈 现 大 量 信息 ， 也 不 能 要 求学 生 在 短 时 间 内 党 
握 大 量 信 息 而 不 给 学 生 以 足够 的 加 工 或 思考 时 间 。 否 则 ， 学 生 将 
只 能 是 “ 狗 郁 猎 玉 米 , 玫 一 个 委 一 个 .”7 士 2 这 个 数字 为 我 们 在 课 
党 教学 中 向 学 生 提供 多 大 的 信息 重 提 供 了 依据 。 其 次 ,“ 组 块 ” 理 
论 启 示 我 们 ， 为 了 增加 学 生 短 时 记忆 中 的 信息 量 ， 一 方面 应 该 提 
高 学 生 已 有 知识 经 验 的 水 平 ， 使 他 们 长 时 记忆 中 的 知识 以 有 意义 
的 、 相 互联 系 的 方式 储存 在 一 个 组 织 有 序 的 认 知 结构 中 ， 这 将 大 
大 提高 学 生 的 组 块 水 平 ， 加 大 组 块 中 的 信息 容量 ; 另 一 方面 ， 应 
当 引 导 学 生 对 刺激 信息 进行 “ 预 加 工 ”, 即 要 使 学 生 学 会 利用 自己 
的 知识 经 验 对 信息 进行 组 织 ， 使 它们 成 为 “ 块 状 ”。 

(三 ) 编码 

当 信 息 离开 短 时 记忆 而 进入 长 时 记忆 时 ， 信 息 将 发 生 本 质 性 
转变 ， 这 个 过 程 称 为 编码 。 经 过 编码 的 信息 现在 变 成 了 一 个 抽象 
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的 、 具 有 概括 性 的 或 有 意义 的 模式 ， 以 概念 的 方式 被 储存 起 来 。 

学 习 材料 编码 的 基本 策略 是 维持 性 复述 和 精致 性 复述 。 反 复 
背诵 学 习 材料 就 是 一 种 维持 性 复述 。 而 精致 性 复述 则 是 以 某 种 方 
式 转换 信息 。 例 如 ， 前 面 提 到 过 的 “组 块 ”就 是 一 种 糖 致 性 复述 
的 编码 过 程 ; 另外 , 还 可 以 把 信息 组 织 成 为 一 种 有 意义 的 命题 , 使 
它 与 长 时 记忆 中 已 经 储存 的 信息 联系 起 来 ; 用 另 一 种 符号 来 替换 
它 ， 或 者 用 “等 值 语言 ”来 表示 它 ， 增 加 其 他 信息 ， 或 者 将 信息 
置 于 某 种 情景 之 中 ， 等 等 。 编 码 过 程 也 可 以 采取 多 种 形式 ， 如 列 
表 、 画 图 、 构 造 茶 种 情境 、 进 行 丰 富 的 联想 或 想象 等 。 总 之 ， 经 
过 编码 以 后 的 材料 是 一 种 有 意义 地 组 织 起 来 的 材料 ， 而 且 信 息 编 
码 的 过 程 是 一 个 信息 的 积极 改变 或 转换 过 程 。 

必须 指出 ,信息 编码 实际 上 从 选择 性 知觉 时 就 已 经 开始 了 , 它 
是 一 个 涉及 觉察 信息 、 分 析 信 息 的 各 种 特征 、 提 取 一 种 或 几 种 特 
征 作 为 分 类 特征 ， 并 对 此 形成 相应 的 记忆 痕迹 的 过 程 。 信 息 编 码 
的 方式 对 以 后 提取 该 信息 的 能 力 有 很 大 影响 。 如 果 我 们 知觉 不 准 ， 
或 分 类 特征 不 清 ， 或 记忆 痕迹 模糊 ， 那 么 信息 的 提取 就 会 非常 困 
难 。 另 外 ， 信 息 编 码 的 方式 与 过 去 的 知识 经 验 、 学 习 材 料 的 性 质 
以 及 学 习 任务 的 性 质 都 有 关系 ， 一 个 具有 丰富 知识 经 验 的 人 ， 他 
既 有 足够 的 已 有 信息 使 新 信息 与 之 建立 联系 ， 又 知道 什么 信息 应 
该 采取 怎样 的 编码 策略 ， 有 些 学 习 材料 可 以 采取 维持 性 复述 的 方 
式 编码 ， 而 许多 材料 则 必须 采取 精致 性 复述 的 方式 编码 ; 如 果 学 
生 知道 学 习 的 要 求 ,那么 他 会 以 最 能 满足 这 一 要 求 的 方式 来 编码 。 
例如 ， 如 果 教 师 在 教学 某 一 内 容 时 向 学 生 提出 ， 要 以 应 用 所 学 知 
识 解决 一 个 问题 的 方式 进行 考核 ， 那 么 学 生 在 学 习 时 就 会 倾向 于 
采用 精致 性 复述 方式 进行 编码 ， 努 力 理解 内 容 的 本 质 ， 使 信息 之 
间 尽 量 建 立 起 广泛 的 联系 。 

由 于 数学 学 习 材 料 的 逻辑 性 强 、 抽 象 程度 高 ， 因 此 数学 学 习 
中 ， 必 须 以 精致 性 复述 的 方式 ， 对 学 习 材 料 进行 编码 ， 将 它们 组 
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织 成 为 有 意义 的 命题 。 教 学 中 ， 教 师 应 引导 学 生 在 寻找 新 旧 知 识 
间 的 联系 上 下 功夫 ， 人 掌握 本 质 特征 的 不 同 表述 方式 〈 即 能 够 用 等 
值 语 言 对 信息 进行 编码 )。 要 向 学 生 展示 数学 知识 的 发 生发 展 过 
程 ， 这 是 为 学 生 在 学 习 过 程 中 扩大 信息 量 ， 为 回忆 提供 线索 的 最 
好 办 法 。 另 外 ， 要 充分 利用 数学 学 习 材料 本 身 的 特点 来 帮助 学 生 
进行 编码 ， 例 如 ， 可 以 采用 “概念 图 ”的 方式 ， 将 教学 概念 按照 
它们 的 逻辑 关系 进行 编码 ， 还 可 以 用 对 比 的 方式 ， 将 某 些 既 有 联 
系 又 有 区 别 的 材料 “如 实数 与 复数 、 平 面 几何 与 立体 几何 等 ) 按 
照 它们 的 共性 与 个 性 关系 进行 编码 ; 还 可 以 采取 数 与 形 结 合 、 数 
与 形 相 互 转换 的 方法 进行 编码 等 。 总 之 ， 由 于 数学 学 习 材 料 的 相 
互联 系 紧密 ， 因 此 在 对 它们 进行 编码 时 ， 应 当 努 力 按照 这 种 联系 
性 将 它们 有 意义 地 组 织 起 来 。 

(四) 长 时 记忆 

信息 编码 的 目的 是 为 了 把 信息 储存 在 长 时 记忆 中 。 心 理学 家 
从 信息 加工 的 操作 来 看 记忆 系统 ， 提 出 了 记忆 的 加 工 水 平 说 ， 认 
为 作用 于 人 的 刺激 要 经 受 一 系列 不 同 水 平 的 分 析 ， 从 感觉 分 析 开 
始 , 到 较 复杂 的 、 抽 象 的 、 语 义 的 分 析 。 随 着 加 工 水 平 的 深入 , 信 
息 在 记忆 中 留 下 的 痕迹 越 来 越 强 ( 记 忆 痕 迹 是 信息 加 工 的 副产品 ， 
痕迹 的 持久 性 是 加 工 深 度 的 直接 函数 )。 人 通过 精致 性 复述 , 使 刺 
激 信息 得 到 组 织 ， 并 将 它 与 其 他 信息 联系 起 来 ， 从 而 使 信息 在 更 
深 的 层次 上 获得 加 工 ， 并 转 入 长 时 记忆 。 

长 时 记忆 是 一 个 真正 的 信息 库 ， 其 春 量 无 限 ， 且 可 长 期 保持 
信息 。 信 息 加 工 心理 学 对 长 时 记忆 的 研究 有 两 个 突出 的 特点 ?: 第 
一 ， 认 为 长 时 记忆 可 分 为 不 同类 型 或 系统 ! 第 二 ， 着 眼 于 长 时 记 
忆 的 内 部 加 工 过 程 ， 重 视 信息 的 内 部 表征 和 组 织 。 下 面 我 们 将 对 
信息 加 工 理论 关于 长 时 记忆 的 类 型 (知识 表征 的 方式 研究 进行 


四 王 星 ,等 著 . 认 知 心理 学 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ，1992，4. 170 
142 


介绍 。 

1. 情景 记忆 与 语义 记忆 

这 是 1972 年 加 拿 大 心理 学 家 图 尔 文 (Tulving) 在 《记忆 的 组 
织 》 一 书 中 给 出 的 区 分 。 这 种 区 分 已 为 大 多 数 心理 学 家 所 接受 , 这 
两 个 术语 也 很 流行 。 

情景 记忆 是 指 个 人 对 一 定时 间 和 空间 背景 里 所 发 生 的 事件 的 
记忆 。 人 情景 记忆 所 保持 的 信息 总 是 与 个 人 经 历 中 特定 的 时 间或 地 
点 相 联系 。 例 如 ， 两 个 学 生 针 对 一 个 数学 问题 展开 讨论 ， 经 过 相 
互 启发 、 争 论 ， 他 们 获得 了 一 种 超出 各 自 原来 想象 的 、 十 分 优美 
的 解法 ， 这 种 情景 在 他 们 的 脑海 里 留 下 深刻 印象 ， 争 论 的 每 一 个 
细节 都 历历 在 目 。 这 就 是 一 种 情景 记忆 。 

语义 记忆 是 指 对 语词 、 概念 . 规则 和 定理 等 抽象 事物 的 记忆 ， 
如 对 语法 规则 、 数 学 概念 、 定 理 和 公式 等 的 记忆 。 语 义 记忆 所 储 
存 的 事物 不 依赖 于 个 人 所 处 的 某 个 特定 的 时 间或 地 点 ， 如 sin 90" 
=1， 三 角形 内 角 和 等 于 180" 等 ,它们 具有 抽象 和 概括 的 特点 ,可 
以 用 一 般 的 定义 来 描述 。 语 义 记忆 包含 事物 的 意义 ， 储 存 着 我 们 
运用 语言 所 需要 的 信息 。 

情景 记忆 与 语义 记忆 的 区 分 是 比较 容易 的 ， 它 们 所 鳍 存 的 信 
息 在 性 质 和 组 织 方式 上 都 有 差别 ,情景 记忆 以 个 人 经 历 为 参照 ,以 
时 间 空 间 为 框架 ， 有 人 认为 它 经 常 处 于 变化 之 中 ， 易 受 干扰 ， 提 
取 也 不 太 容 易 ; 而 语义 记忆 则 以 一 般 知 识 为 参照 ， 是 一 种 概念 储 
存 , 比较 稳定 , 容易 提取 。 情景 记忆 储存 特定 时 间 的 个 人 事件 , 其 
推理 能 力 较 小 ， 而 语义 记 亿 储存 一 般 知 识 ， 其 推理 能 力 较 大 。 这 
说 明 语义 记忆 与 人 的 智能 和 认 知 活动 伺 有 更 密切 的 关系 。 

值得 指出 的 是 ， 语 义 记忆 与 情景 记忆 是 有 相互 联系 和 相互 作 
用 的 ， 可 将 它们 看 作 一 个 连续 体 的 两 端 。 例 如 ， 在 数学 定理 的 学 
习 过 程 中 ， 学 生根 据 教师 或 教科 书 所 呈现 的 关于 该 定理 发 生发 展 
过 程 的 情景 ， 对 定理 进行 编码 加 工 和 记忆 ， 在 学 生 对 定理 从 开始 
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接触 到 熟悉 到 灵活 应 用 的 过 程 中 ， 他 对 定理 的 记忆 也 从 开始 的 比 
较 多 地 依赖 于 情景 《对 数学 学 习 来 说 ， 这 晨 一 个 必须 经 过 的 、 重 
到 的 阶段 ) 逐渐 地 转变 成 为 语义 记忆 。 在 这 一 转变 过 程 中 ， 对 情 
景 的 不 斯 抽象 概括 起 到 了 关键 作用 。 因 此 ， 从 情景 记忆 与 语义 记 
忆 的 区 分 中 我 们 可 以 得 到 启示 ， 在 数学 教学 过 程 中 ， 为 了 使 学 生 
牢 面 掌握 知识 并 能 灵活 应 用 ， 教 师 首先 应 该 为 学 生 提供 知识 的 丰 
富 背 景 ， 强 调 知识 的 过 程 性 ， 利 用 背景 的 生动 性 、 具 体 性 来 帮助 
学 生 记忆 。 在 此 基础 上 ， 还 要 为 学 生 提供 在 不 同 背 景 上 进行 多 次 
重复 的 机 会 ， 以 把 记忆 逐渐 概括 成 为 语义 记忆 。 另 外 ， 应 该 指出 
的 是 , 当前 数学 教学 中 , 比较 普遍 地 存在 着 两 种 记忆 都 不 充分 、 不 
清晰 的 状况 ， 它 们 之 间 的 相互 联系 和 相互 作用 更 是 没有 很 好 地 得 
到 利用 。 这 主要 表现 在 基础 知识 教学 时 只 教 结果 而 不 向 学 生 展示 
知识 的 形成 过 程 ， 不 给 学 生 提供 背景 材料 ， 这 样 就 使 学 生 的 记忆 
从 开始 时 就 失去 了 情景 依托 ， 记 忆 变 成 为 对 文字 的 死记 硬 背 ; 在 
知识 应 用 的 过 程 中 , 或 者 只 给 学 生 提供 单一 的 ,复制 性 的 背景 ,让 
学 生 进行 机 械 重 复 性 的 记忆 ,或 者 只 给 学 生 以 各 种 各 样 的 练习 ,而 
不 及 时 概括 到 语义 记忆 ， 从 而 减弱 了 推理 能 力 。 

2. 表象 系统 与 言语 系统 

心理 学 家 佩 维 奥 《Paivio, 1975) 从 信息 编码 的 角度 将 长 时 记 
忆 分 为 两 个 系统 :表象 系统 和 言语 系统 。 表 象 系统 以 表象 代码 来 
储存 关于 具体 的 客体 和 事件 的 信息 ;言语 系统 以 语义 代码 来 储存 
言语 信息 。 这 两 个 系统 既 相 互 独 立 又 彼此 联系 。 这 种 观点 称 为 双 
重 编码 说 。 这里, 表象 代码 是 记忆 中 关于 事物 的 形象 ， 有 着 与 实 
际 知觉 相 类 似 的 性 质 ， 并 且 与 外 部 客体 相 类 似 : 而 语义 代码 是 一 
种 抽象 的 意义 表征 ， 具 有 命题 的 形式 ， 所 以 它 又 称 为 命题 表征 。 

佩 维 奥 在 研究 中 发 现 ， 学 习 具 体 性 文字 中 的 信息 比 学 习 抽 象 
性 文字 中 的 信息 要 容易 得 多 ， 他 认为 这 是 由 于 具体 的 名 词 能 产生 
心理 映像 。 例 如 ， 学 习 “ 三 角形 ”这 个 概念 就 比 学 习 “ 函 数 ” 这 
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个 概念 要 容易 得 多 ， 按 照 佩 维 奥 的 观点 ， 是 因为 “三 角形 ” 比 
“函数 ”更 容易 在 学 生 头脑 中 形成 视觉 喘 像 , 既 能 形成 言语 记忆 痕 
迹 ， 又 能 形成 祝 党 记忆 痕迹 。 因 此 ， 文 字 的 具体 性 〈 即 文字 唤起 
英 像 的 品质 )， 是 学 习 言 语 材料 的 能 力 的 一 个 决定 因素 。 想 象 力 
(产生 视 党 映像 的 能 力 》 和 文字 的 具体 性 , 在 学 生 对 言语 信息 的 记 
忆 中 具有 极 大 作用 。 

按照 双重 编码 理论 ， 造 成 数学 知识 学 习 和 记忆 困难 的 主要 原 
因 在 于 数学 语言 和 符号 的 具体 性 比较 差 〈 即 数学 学 习 材 料 的 高 度 
抽象 性 )， 它 不 容易 唤起 视觉 映像 。 因 此 ,在 数学 教学 中 , 教师 应 
该 重视 帮助 学 生 形成 心理 映像 。 例 如 ， 在 代数 教学 中 ， 应 引导 学 
生 思 考 有 关 的 几何 意义 , 像 一 元 二 次 不 等 式 az: 十 bz 卡 c>0 的 解 
用 二 次 函数 y 二 az’ 十 bz 十 c 的 图 象 来 表示 ;公式 (a 十 6)?==a? 十 2a5 
十 至 的 几何 解释 (如 图 3. 3. 3); “和信 ABC 中 , 已 知 a,5 和 人 A, 解 
三 角形 ”， 其 解 的 各 种 情况 的 几何 解释 (如 图 3. 3. 4)， 等 等 。 

a 5 








图 3.3.3 
从 双重 编码 理论 的 有 关 研 究 中 我 们 可 以 获得 重要 启示 : 数学 
教学 中 , 数 形 结合 能 力 的 培养 ,不 仅 涉及 数学 知识 的 应 用 (与 问题 
解决 能 力 相关 ) ,而 且 也 涉及 数学 知识 的 记忆 .教师 强调 数 形 结合 ， 
实质 是 为 学 生 提供 视觉 映像 ， 是 利用 数学 学 习 材 料 是 数 与 形 的 统 
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inin A>a, ab 
C3) (0) 


图 3.3.4 

一 这 个 特点 ， 使 抽象 的 数学 知识 形象 化 ， 从 而 使 数学 知识 所 具有 
的 双重 表象 的 作用 得 到 发 挥 ， 学 生 在 记忆 它 时 就 既 可 以 形成 言语 
记忆 痕迹 ， 又 可 以 形成 视觉 记忆 痕迹 。 

3. 语义 网 络 模式 

心理 学 家 认为 ， 上 面谈 到 的 语义 代码 在 长 时 记忆 中 占据 特别 
重要 的 地 位 。 尽管 映像 在 记忆 信息 加 工 中 具有 重要 作用 , 但是, 许 
多 心理 学 家 认为 ,信息 的 最 终 表征 形式 是 言语 ， 映 像 是 根据 言语 
代码 重建 的 。 语 义 网 络 模型 是 以 交 节点 来 描绘 概念 与 从 属 概念 的 
层次 结构 关系 的 ， 主 要 有 以 下 岂 个 模型 。 

(1) 层次 网 络 模型 

该 模型 中 ， 语 义 记忆 的 基本 单元 是 概念 ， 有 关 概念 按 逮 辑 的 
上 下 级 关系 组 织 起 来 , 构成 一 个 有 层次 的 网 络 系统 (如 图 3. 3. 5) 。 
图 中 加 点 为 结 点 ， 代 表 一 个 概念 ， 带 第 头 的 连 线 表 示 概 念 之 间 的 
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从 属 关系 。 连 线 在 这 个 网 络 中 实际 上 是 具有 一 定 意义 的 联想 。 
函数 


一 次 外 函数 






>—* 1 y=7 y=ar y=azr!+ br 


>=2z+1 


y=2ryT Y= 


图 3.3.5 

这 个 模型 对 概念 的 特征 实行 分 级 储存 , 在 每 一 级 概念 的 水 平 
上 ， 只 情 存 该 级 概念 独 有 的 特征 ， 而 同一 级 的 各 概念 所 具有 的 共 
间 特 征 则 储存 于 上 一 级 概念 的 水 平 上 。 一 个 概念 的 意义 或 者 内 池 
要 由 它 与 其 他 概念 和 特征 的 关系 来 决定 ， 或 者 说 由 某 种 连 线 的 模 
式 来 决定 。 当 豆 判 断 “4 是 B” 这 个 句子 的 真 伪 时 , 通过 沿 连 线 从 
4 结 点 到 B 结 点 的 搜索 ,发 现在 语义 记忆 中 的 4 与 BB 的 关系 与 句 
子 中 的 4 与 B8 的 关系 是 否 匹 配 , 匹配 时 作出 肯定 回答 , 否则 作出 
否定 回答 。 显 然 ， 搜 索 是 这 个 语义 记忆 模型 的 加 工 过 程 ， 而 且 实 
际 上 它 也 是 一 种 推理 过 程 。 

《2) 命题 网 络 模型 

该 模型 也 叫 HAM (Human Associative Memory) 模型 , 意 为 
“人 的 联想 记忆 ”模型 。 它 是 由 美国 心理 学 家 安德森 (Anderson J 
R) 于 1973 年 提出 的 。 

安德森 认为 , 知识 的 最 小 单元 是 命题 ,而 不 是 单个 概念 本 身 。 
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命题 所 表征 的 是 一 个 事件 的 意义 ， 是 一 种 抽象 表征 ， 对 具体 细节 
并 不 表征 。 人 的 思想 是 由 命题 表征 和 记录 下 来 的 ， 人 思考 的 对 象 
是 命题 而 不 是 语词 。 命 题 是 思想 和 观念 的 单元 。 

按照 这 个 模型 ， 一 个 命题 是 由 若干 具有 内 在 联系 的 概念 所 构 
成 的 ,两 个 具有 共同 成 分 的 命题 又 通过 这 种 共同 成 分 联系 在 一 起 ， 
从 而 形成 命题 网 络 。 举 例 来 说 , “不 在 同一 直线 上 的 三 条 线 眉 首尾 
顺 次 相 接 所 组 成 的 图 形 叫 三 角形 ”和 “三 角形 的 内 角 和 为 180"” 这 
两 个 句子 中 , 前 一 个 句子 包含 两 个 命题, 后 一 个 句子 是 一 个 命题。 
它们 可 如 图 3. 3. 6 分 别 表 示 : 


不 在 同一 直线 上 


首届 顺 次 相 联 三 个 内 角 相 加 
三 角形 “三 条 线 有 三 条 线段 。 三 角形 三 角形。 ?80 


《1) (2) (C3) 


图 3.3.6 
上 上 述 三 个 命题 ， 分 别 通 过 共同 成 分 “三 条 线段 ”和 “三 角 
形 ” 而 联系 起 来 ， 形 成 一 个 简单 的 命题 网 络 (如 图 3. 3. 7 所 示 )。 


不 在 同一 三 条 线段 
Mt 2 
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(3) 产生 式 系 统 
西蒙 (Simon H A) 和 纽 厄 尔 (Newell A) 首先 使 用 了 “产生 
式 系统 ”这 个 概念 来 表示 人 的 认 知 技能 。 他 们 认为 ， 人 之 所 以 能 
够 进行 计算 、 推 理 和 解决 问题 ， 是 因为 他 经 过 学 习 ， 在 头脑 中 储 
存 了 一 系列 以 “如 果 / 那 么 ”的 形式 表征 的 规则 。 这 种 规则 就 被 称 
为 “产生 式 "”。 每 一 个 产生 式 有 一 个 条 件 和 一 个 动作 ， 条件 包 含 由 
“如 果 ” 开 头 的 一 套 短 句 ， 动 作 包含 由 “那么 ”开头 的 一 套 短 句 。 
例如 ， 判 断 一 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 的 产生 式 是 ， 
如 果 ”一 个 图 形 是 平面 图 形 ， 
且 它 有 四 条 边 ， 
且 它 是 封闭 的 ， 
且 它 是 凸 图 形 ， 
且 它 的 两 组 对 边 分 别 平行 ， 
那么 ”这 个 图 形 是 平行 四 边 形 。 
显然 ， 学 生 学 习 数 学 知识 ， 本 质 上 是 在 学 习 一 套套 的 产生 式 
规则 。 而 且 ， 一 旦 学 生 人 掌握 了 这 种 产生 式 ， 他 就 可 以 将 它 用 来 完 
成 别 的 动作 。 因 此 ， 产 生 式 具有 概括 性 的 特点 ， 具 有 普遍 意义 。 
每 一 个 产生 式 只 能 完成 一 个 动作 ， 而 有 些 任务 需要 有 一 连 串 
的 动作 ， 因 此 就 需要 有 一 连 串 的 产生 式 ， 它 们 就 组 成 了 复杂 的 产 
生 式 系统 。 这 种 产生 式 系 统 被 认为 是 复杂 技能 的 心理 机 制 。 下 面 
我 们 通过 一 个 实例 〈 如 表 3. 3. 1 所 示 ) 来 说 明 若干 个 产生 式 系 统 
是 如 何 形成 一 个 产生 式 系统 的 。 ， 
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表 3.3.1 证 明 “ 两 直线 平行 ,内 错 角 相等 ”的 一 套 产生 式 


如 果 “目的 是 要 证 明 内 错 角 相等 ， 
且 现 有 两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 ， 
且 现 有 一 对 同位 角 忆 1, 忆 2, 一 对 内 错 角 二 2, 一 3( 如 表 3. 3. 1 
图 1)， 
建立 子 目标 : 由 人 1= 一 2 (公理 )， 推 出 2 一 一 3。 
子 目标 是 由 人 1 二 人 2 ( 公 
理 ), 推出 人 2= 人 3， 
且 现 已 有 人 1== 人 2， 
再 建立 子 目标 : 由 人 1 二 
一 3， 推 出 全 2 一 全 3。 
子 目标 是 由 二 1= 3, 推 
出 人 2= 一 3， 
且 现 已 有 人 1 二 人 3 (对 项 
角 相 等 )， 
那么 “此 问题 已 经 解决 , 由 人 1= 2，~1= 3， 得 了 2 一 一 3。 


从 表 中 我 们 可 以 看 出 ， 由 产生 式 已 ，P:，P 所 组 成 的 系统 ， 
已 的 活动 结果 成 为 P 的 条 件 之 一 ，P; 的 活动 结果 成 为 P, 的 条 
件 之 一 。 

上 面 我 们 分 别 讨 论 了 长 时 记忆 中 信息 的 不 同 表征 方式 。 从 中 
我 们 可 以 看 出 ， 不 同 的 信息 有 不 同 的 储存 方式 ， 或 者 说 不 同类 型 
的 信息 对 表征 系统 的 要 求 也 不 相同 。 因 此 我 们 可 以 认为 ， 心 理学 
家 提出 的 每 一 种 长 时 记忆 模式 都 有 它 的 合理 性 ， 只 是 他 们 所 研究 
的 对 象 〈 信 息 类 型 ) 有 所 不 同 轴 了。 当然 ， 每 一 种 模式 又 有 其 不 
足 的 一 面 ， 有 其 不 能 包容 的 对 象 。 

另外 ， 从 士 面 的 叙述 中 我 们 也 可 以 看 出 ， 上 述 长 时 记忆 模式 
中 ， 并 未 包含 对 既 有 陈述 性 知识 又 有 程序 性 知识 的 大 知识 单元 的 
表征 和 记忆 问题 。 有 的 心理 学 家 认为 ， 人 们 是 用 “图 式 ” 来 表征 

150 





和 记忆 这 种 大 知识 单元 的 。 图 式 中 不 仅 含有 命题 的 或 概念 的 网 络 
结构 ,而 且 舍 有 解决 问题 的 方法 和 步 又 , 也 即 赋 有 陈述 性 知识 , 又 
有 程序 性 知识 。 在 信息 加 工 过 程 中 ， 图 式 必须 与 外 部 输入 信息 相 
对 照 , 并 选 出 具有 最 佳 匹配 的 图 式 , 用 以 理解 输入 信息 的 意义 。 心 
理学 家 认为 ， 图 式 具 有 以 下 几 个 特点 9， 

第 一 ， 图 式 既 有 国定 部 分 ， 又 有 可 变 部 分 。 这 种 可 变 部 分 使 
得 图 式 具 有 灵活 性 ， 在 输入 信息 不 太 明 确 的 情况 下 ， 图 式 也 有 能 
力 对 它 的 意义 作出 推测 。 

第 二 , 图 式 具 有 层次 性 , 它 不 但 表现 于 图 式 之 间 的 相互 包含 ， 
而 且 还 表现 于 图 式 的 不 同 抽象 水 平 ， 例 如 ， 从 数学 观念 、 数 学 思 
想 方 法 到 具体 的 数学 知识 ， 都 有 相应 的 图 式 表征 。 图 式 是 围绕 某 
个 主题 组 织 的 。 

” ”第 三 ， 图 式 可 以 包含 多 种 信息 。 用 图 式 表征 概念 ， 既 可 包含 
语义 记忆 ， 也 可 包含 情景 记忆 . 因此， 图 式 对 概念 的 说 明 是 百科 
全 书 式 的 。 

第 四 ， 图 式 不 仅 是 储存 信息 的 静止 的 数据 结构 ， 而 且 也 是 一 
种 动态 的 过 程 . 它 是 一 种 评价 自身 与 输入 信息 的 匹配 程度 的 过 程 
是 一 种 为 变量 赋值 的 过 程 ， 是 与 其 余 图 式 相互 传递 信息 以 便 作 出 
比较 评估 的 过 程 。 

从 以 上 的 论述 我 们 可 以 看 出 ， 图 式 不 仅 是 一 个 信息 库 ， 而 且 
它 在 信息 加 工 过 程 中 也 发 挥 着 能 动作 用 : 它 是 理解 新 信息 的 一 个 
基本 框架 ， 新 信息 只 有 适合 于 它 时 才能 被 领会 ， 它 是 指导 注意 和 
有 目的 搜寻 环境 刺激 的 指南 ， 它 能 够 填补 从 环境 中 接收 的 信息 中 
的 空 险 。 人 的 记忆 系统 是 一 个 信息 的 积极 的 组 织 者 和 加 工 者 。 

《五 》 信 息 的 提取 

学 生 在 学 习 新 知识 、 解 决 新 问题 时 ; 需要 使 用 长 时 记忆 中 已 
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经 习 得 的 知识 ， 信 息 加 工 理论 将 这 一 过 程 称 为 信息 的 提取 。 学 生 
通过 回忆 将 长 时 记忆 中 的 有 关 信 息 提取 出 来 ， 使 这 些 信息 回 到 短 
时 记忆 (工作 记忆 〉 中 ， 然 后 再 使 它们 与 短 时 记忆 中 的 其 他 刺激 
(新 的 环境 刺激 ) 进行 相互 作用 , 经 过 新 的 信息 加 工 编码 而 习 得 新 
知识 ， 解 决 新 间 题 。 由 此 我 们 可 以 看 出 ， 长 时 记忆 中 的 信息 的 提 
取 与 储存 ， 实 际 上 是 一 个 问题 的 两 个 方面 。 因 此 ， 在 下 面 的 论述 
中 ， 我 们 总 是 把 信息 的 有 效 提取 与 增强 记忆 联系 起 来 。 

信息 加 工 理论 认为 ， 信 息 提 取 过 程 是 一 个 能 动 的 “重建 ”过 
程 ， 需 要 把 记忆 的 内 容重 新 改造 ， 而 不 是 简单 的 复述 。 当 我 们 需 
要 运用 长 时 记忆 中 的 有 关 知 识 时 ， 必 须 首先 激活 它们 。 激 活 有 关 
的 知识 需要 花费 时 间 ， 而 且 时 间 的 长 短 与 学 生 对 相应 知识 的 熟悉 
程度 有 关 ， 即 知识 越 熟悉 ， 所 需 激活 时 间 越 短 。 另 外 ， 这 种 激活 
作用 具有 延展 性 ， 即 当 某 个 概念 被 激活 时 ， 与 之 相 联结 的 概念 也 
会 变 成 活跃 状态。 例如， 当 “ 平 行 四 边 形 ”这 一 概念 被 激活 时 ， 关 
于 它 的 一 些 性 质 , 如 对 角 相 等 、 对 边 相 等 、 对 角 线 互相 平分 等 , 也 
都 会 变 成 活路 状态。 由 此 我 们 可 以 设想 ， 由 于 有 了 激活 作用 的 延 
展 性 ， 学生 在 回忆 长 时 记忆 中 的 有 关 知 识 时 ， 按 照 他 对 相关 知识 
的 熟悉 程度 以 及 知识 之 间 联 系 的 紧密 程度 ， 可 以 形成 一 个 被 激活 
知识 的 “回忆 链 ”。 因此， 从 教学 的 角度 来 说 ， 当 教师 要 求学 生 回 
忆 某 项 知识 时 , 一 方面 应 当 给 学 生 留 有 充分 的 时 间 , 另 一 方面 , 应 
当 给 学 生 提 供 某 种 回忆 线索 ,特别 是 对 那些 学 过 的 时 间 比 较 长 .与 
当前 情景 距离 较 远 的 知识 的 回忆 , 更 应 该 给 学 生 提供 “回忆 链 ” 的 
“中 间 站 ”。 

信息 加 工 理论 认为 ， 信 息 的 提取 ， 在 很 大 程度 上 取决 于 信息 
储存 的 形式 ， 以 及 该 信息 与 长 时 记忆 中 其 他 相关 内 容 的 关系 。 从 
上 面 关于 激活 作用 延展 性 的 论述 就 可 以 看 出 ， 处 于 良好 组 织 结构 
中 的 、 具 有 紧密 联系 的 知识 的 提取 比 只 有 松散 结构 的 、 随 机 联系 
的 知识 的 提取 要 容易 得 多 。 当 信息 的 可 辨别 性 差 的 时 候 ， 信 息 的 
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提取 也 会 发 生 困 难 ， 这 主要 是 由 于 信息 的 相似 性 对 概念 激活 的 延 
展 性 产生 于 扰 , 从 而 影响 了 提取 所 需 信 息 的 速度 和 准确 性 。 另外 ， 
信息 储存 的 形式 对 提取 的 影响 也 非常 大 。 例 如 ， 在 学 习 了 某 一 单 
元 的 数学 知识 以 后 ， 教 师 与 他 的 学 生 在 一 定 的 时 间 限 度 内 ， 同 时 
看 一 道 需 要 综合 应 用 该 单元 知识 才能 解答 的 数学 题 ,然后 再 回忆 。 
可 以 发 现 ， 他 们 回忆 的 能 力 相差 很 大 。 造 成 这 种 差别 的 原因 ， 一 
是 由 于 长 时 记忆 中 储存 的 信息 “组 块 ” 大 小 不 同 ， 或 者 说 ， 由 于 
教师 对 相应 单元 中 的 数学 知识 有 深刻 加 工 ， 知 识 的 结构 性 好 、 纵 
模 联 系 强 ， 因 而 使 教师 的 信息 “组 块 ” 中 含有 较 大 量 的 信息 ; 二 
是 由 于 对 新 信息 的 编码 方式 不 同 , 学 生 比 较 多 的 使 用 维持 性 复述 ， 
而 教师 则 主要 采取 精致 性 复述 ,他 能 从 整体 上 对 信息 进行 编码 ,并 
能 将 其 中 的 主要 信息 转换 成 为 自己 熟知 的 方式 。 从 而 ， 学 生 的 回 
忆 主 要 依靠 对 解答 步骤 的 逐一 记忆 ， 而 教师 在 回忆 时 只 项 回想 解 
答 的 关键 步 又 ， 并 据 此 推出 全 部 细节 (当然 ， 这 种 细节 可 能 会 有 
出 入 ， 但 意义 不 变 ) 。 

研究 表明 ， 信 息 的 提取 ， 与 信息 在 长 时 记忆 中 的 记忆 痕迹 强 
度 有 关 。 而 记忆 痕迹 的 强度 又 与 相应 信息 所 受到 的 加 工 深度 有 直 
接 关 系 。 信 息 加 工 理论 认为 ， 加 工 至 少 可 以 通过 两 种 途径 来 改善 
记忆 ; 第 一 ， 可 为 信息 提取 提供 “多 余 的 检索 路 线 "， 换 言 之 ,由 
于 信息 得 到 加 工 以 后 ， 使 得 该 信息 与 其 他 相关 信息 之 间 建 立 起 紧 
密 的 联系 ， 将 信息 保持 在 一 个 结构 网 络 中 ， 这 种 网 络 为 学 生 提 供 
了 可 以 互 换 的 检索 路 线 ; 第 二 ， 加 工 可 以 使 学 生 推 导出 实际 上 已 
经 忘记 的 内 容 。 例 如 ， 数 学 学 习 中 , 三 角 函 数 的 诱导 公式 非常 多 ， 
记忆 难度 很 大 ， 如 果 学 生 对 它们 作 过 深入 的 加 工 ， 掌 握 了 诱导 公 
式 的 整体 结构 (或 者 说 , 诱导 公式 成 了 “加 过 工 的 结构 ”), 那么 ， 
学 生 就 可 以 依据 这 一 “加 过 工 的 结构 ”, 把 已 经 忘记 的 某 个 公式 推 
导出 来 。 

在 对 信息 进行 深度 加 工时 ， 可 以 有 如 下 途径 : 
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第 一 ， 要 对 所 学 材料 的 意义 进行 充分 的 加 工 ， 通 俗 地 说 ， 就 
是 要 深刻 理解 知识 的 意义 。 这 种 深入 加 工 是 学 生 对 相应 知识 的 意 
义 以 及 它 与 相关 知识 之 间 的 联系 性 的 一 种 细致 推荐 ， 是 对 知识 之 
间 相 互联 系 性 的 多 方向 、 多 途径 的 思考 。 这 种 心理 上 的 额外 努力 
和 深入 加 工 ， 会 使 知识 之 间 建 立 真正 的 实质 性 联系 。 

第 二 ， 要 使 抽象 知识 具体 化 ， 即 通过 深入 加 工 ， 使 得 抽象 的 
事物 获得 具体 内 容 的 支持 ,使 概括 的 原理 建立 在 丰富 的 背景 之 上 。 
通过 精细 的 加 工 ， 使 那些 “不 可 捉摸 的 东西 >、“ 抽 象 的 知识 项 
目 ”在 学 生 的 心目 中 变 成 可 捉摸 而 有 意义 的 东西 。 另 外 ， 还 应 该 
使 新 学 习 的 知识 纳入 到 已 有 的 认 知 结构 中 去 ， 因 为 “任何 一 项 知 
识 。 如果 你 把 它 和 自己 已 知 的 东西 联系 起 来 ， 你 就 能 记 住 它 ”。 

以 上 两 条 ， 实 际 上 与 我 们 平常 所 说 的 “具体 到 抽象 ， 再 从 抽 
人 象 到 具体 ”这 一 掌握 知识 的 过 程 是 一 致 的 。 

第 三 ,通过 深入 加 工 ， 把 信息 按照 层次 结构 组 织 起 来 ， 就 像 
计算 机 的 “目录 树 ” 一 样 。 这 样 做 ， 可 以 使 学 生 在 提取 信息 时 迅 
速 地 安排 记忆 中 的 检索 顺序 ， 从 而 有 效 地 提取 信息 。 总 之 ， 在 信 
息 的 回忆 中 ， 用 层次 结构 方式 储存 的 信息 比 那些 随机 储存 那些 有 
显著 的 方便 性 。 

第 四 ， 要 从 整体 上 来 把 握 信 息 。 从 知识 学 习 的 角度 来 说 ， 就 
是 既 要 记忆 知识 的 结果 ， 也 要 记忆 知识 的 形成 过 程 。 信 息 加 工 理 
论 对 “编码 效应 ”的 研究 结果 表明 ， 情 景 可 以 对 记忆 产生 很 大 影 
贱 ; 学 生 在 与 学 习 情景 相同 的 场合 里 ， 可 以 清楚 地 表现 出 较 好 的 
学 习 成 绩 。 心 理学 家 认为 , 这 是 因为 情景 要 素 与 记忆 发 生 了 联想 ， 
于 是 当 学 生 再 次 遇 到 这 些 情 景 要 素 时 ， 记 忆 就 受到 了 促进 。 

显然 , 记忆 对 于 这 种 特殊 情景 的 依 束 性 ,虽然 能 够 增强 记忆 ， 
但 是 对 知识 的 灵活 运用 又 极其 不 利 。 为 此 ， 应 当 使 学 生 尽 可 能 在 
不 同情 景 中 学 习 。 

以 上 我 们 介绍 了 一 些 与 信息 提取 有 关 的 问题 以 及 如 何 增强 记 
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忆 ， 从 而 促进 信息 的 有 效 提取 的 策略 。 心 理学 认为 ， 如 果 学 生 对 
某 项 信息 的 记忆 痕迹 的 强度 很 大 ， 那 么 该 信息 的 提取 常常 是 自动 
的 .教师 当然 希望 他 的 学 生 对 学 过 的 知识 留 下 强大 的 记忆 痕迹 ,对 
任何 知识 的 提取 都 能 够 “ 信 手 牛 来 ”。 但是, 这 只 能 是 一 种 理想 状 
态 , 换 句 话说 , 遗忘 总 是 要 发 生 的 ,“ 遗 忘 是 为 了 更 好 地 记忆 ”， 或 
者 说 ,记忆 是 在 同 遗 忘 的 斗争 中 得 到 加 强 的 ， 为 此 ， 心 理学 家 对 
遗忘 的 性 质 也 进行 了 研究 。 前 已 述 及 , 信息 加 工 的 “激活 理论 ” 认 
为 , 信息 必须 先 被 激活 ,然后 才能 被 提取 , 而 且 激活 具有 延展 性 。 
事实 上 ， 这 种 延展 是 通过 联想 而 实现 的 ， 并 与 学 生 对 相关 信息 的 
熟悉 程度 关系 极 大 。 换 句 话 说 ， 如 果 学 生 对 某 项 知识 的 记忆 比较 
弱 (不 熟悉 〉, 那么 就 会 因为 联想 强度 不 足 而 失去 该 知识 的 激活 能 
量 ， 导 致 回 忆 失败 ， 从 而 产生 遗忘 。 

信息 不 能 成 功 提取 的 第 二 种 情况 是 ， 我 们 能 够 再 认 某 些 不 能 
回忆 的 信息 。 例如 ,教师 会 经 常 碰 到 这 样 的 情况 : 面 对 某 个 同 题 ， 
学 生 就 是 找 不 到 思路 ， 就 是 想 不 起 应 该 用 哪个 定理 或 公式 。 但 是 
看 了 解答 ， 他 又 忱 然 大 悟 ，“ 原 来 是 这 样 ， 我 应 该 会 的 呀 !” 这 种 
现象 说 明 ， 某 些 信息 在 回忆 时 不 能 被 激活 ， 但 它们 仍然 在 记忆 中 
保持 着 。 信 息 加 工 理论 对 此 有 一 个 假设 ; 遗忘 不 是 信息 从 记忆 中 
丧失 , 而 只 是 丧失 了 联系 信息 的 通道 。 而 造成 这 种 状况 的 原因 , 主 
要 是 因为 在 学 习 时 对 信息 的 加 工 深度 不 够 。 因 此 ， 教 师 必 须要 求 
学 生 独 立 完成 作业 ， 过 到 困难 时 ， 不 能 轻易 地 去 问 同学 或 者 马上 
去 看 答案 。 万 不 得 已 时 , 也 应 该 要 求学 生 在 看 ( 听 ) 懂 解 答 后 , 自 
已 再 独立 地 去 完成 类 似 的 作业 。 从 信息 加 工 的 观点 来 看 ， 这 样 做 
的 目的 是 为 了 促使 学 生 对 知识 进行 更 深 更 细 的 加 工 ， 强 化 联系 信 
息 的 通道 。 

信息 不 能 成 功 提取 的 第 三 种 情况 是 ，“ 欲 言 难 吐 ”。 例 如 ， 在 
完成 某 项 作业 时 ， 学 生 确 实 是 知道 需要 用 到 的 知识 ， 而 且 对 它 并 
不 再 生 ， 但 一 时 就 是 讲 不 出 来 。 过 后 ， 只 要 有 某 种 提示 哪怕 是 
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非常 微弱 的 暗示 ) ,有 时 甚至 是 自发 的 ,突然 就 想到 了 该 用 的 知识 。 
这 同样 说 明了 ,提取 不 出 的 信息 并 不 是 它 真 的 从 记忆 中 丧失 了 ,而 
是 因为 提取 信息 的 通道 被 暂时 堵塞 了 。 

从 以 上 关于 信息 提取 失败 的 论述 中 不 难 发 现 , 在 提取 信息 时 
提取 线索 起 了 非常 重要 的 作用 。 心 理学 的 实验 已 经 证 实 ， 提 取 线 
索 越 接近 于 记忆 痕迹 ， 提 取 就 越 有 效 。 因 此 ， 教 师 在 教学 中 ， 应 
对 学 生 提取 所 需 旧 知识 的 困难 有 所 估计 ， 并 要 为 他 们 提供 适当 的 
回忆 线索 ， 以 引起 学 生 对 有 关 知 识 的 联想 。 当 然 ， 最 重要 的 是 要 
时 刻 提醒 学 生 ,，“ 建 立 自己 的 联想 ”。 

就 数学 学 习 的 情况 来 说 ， 学 生 不 能 应 用 学 过 的 数学 知识 〈 即 
信息 提取 失败 ) 的 原因 我 们 可 以 作 如 下 分 析 ， 由 于 数学 思想 方法 
在 数学 结论 形成 的 过 程 中 起 着 关键 作用 ， 它 指引 着 数学 学 习 活 动 
〈 即 数学 学 习 中 的 信息 加 工 ) 的 进程 , 相当 于 信息 加 工 理论 中 所 说 
的 “信息 提取 线索 ”, 而 数学 知识 形成 的 过 程 就 是 “信息 通道 ”, 因 
此 ， 从 信息 加 工 观点 来 看 ， 学 生 不 能 有 效 地 将 数学 知识 用 于 解决 
问题 的 主要 原因 还 是 没有 掌握 数学 思想 方法 ， 没 有 理解 数学 知识 
的 形成 过 程 。 所 以 ， 从 信息 加 工 理论 出 发 我 们 也 可 以 获得 如 下 结 
论 ， 一 定 要 把 数学 教学 作为 “过 程 ”来 进行 ， 把 数学 思想 方法 的 
教学 放 在 首位 。 只 要 很 好 地 掌握 了 数学 思想 方法 ， 理 解 了 数学 知 
识 的 形成 过 程 , 数学 结论 的 掌握 可 以 “水 到 总 成 ”。 只 有 这 样 ， 才 
能 使 学 生 在 应 用 数学 知识 时 找到 有 效 的 信息 提取 线索 ， 形 成 最 佳 
的 信息 提取 通道 ， 成 功 地 提取 需要 的 数学 知识 。 实 际 上 ， 当 前 我 
国 数学 教学 质量 不 能 得 到 根本 改观 ， 总 是 处 于 高 投入 低产 出 的 状 
况 , 其 主要 原因 之 一 就 是 , 通过 强化 手段 让 学 生 记 忆 “ 结 果 ”( 信 
息 )， 没 有 让 学 生理 解 形成 “结果 ”的 “过 程 ”， 没 有 使 学 生 掌握 
数学 思想 方法 ， 形 成 数学 观念 。 结 果 是 学 生 头 脑 中 形成 的 数学 知 
识 网 络 结构 功能 差 ， 没 有 数学 知识 之 间 的 联系 通道 ， 导 致 信息 通 
道 不 畅 ,应 用 时 不 能 成 功 提取 。 表现 在 教学 上 , 其 基本 做 法 是 : 从 
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概念 的 出 现 、 定 理 和 公式 的 获得 , 甚至 是 一 个 例题 的 具体 解法 , 为 
了 赶 进度 〈 目 的 是 为 了 挤 出 更 多 的 时 间 ， 为 高 考 进行 强化 训练 )， 
都 作为 “结果 ”直接 “ 抛 ”给 学 生 。 

以 上 我 们 介绍 了 信息 加 工 理论 关于 信息 加 工 过 程 的 一 些 基本 
观点 。 应 该 说 ， 把 信息 加 工 过 程 分 成 注意 、 编 码 、 储 存 和 提取 这 
样 几 个 阶段 ， 是 符合 人 类 认识 事物 的 一 般 过 程 的 。 但 是 ， 从 目前 
己 有 的 大 重 研究 结果 来 看 ， 信 息 加 工 所 涉及 的 几 个 阶段 之 间 存 在 
某 种 程度 的 重 状 . 事实 也 是 如 此 , 一 个 人 在 认识 事物 的 过 程 中 , 信 
息 的 编码 、 储存 和 提取 信息 是 不 可 能 各 自 独 立地 进行 的 。 另 外 , 信 
息 加 工 不 是 一 次 性 的 ， 也 就 是 说 ， 在 完成 上 述 几 个 活动 以 后 ， 人 
要 通过 自己 的 反应 发 生 器 组 织 起 一 种 有 序 的 动作 ,并 激活 反应 器 ， 
对 环境 作出 可 观察 的 动作 反应 。 然 后 ， 人 又 通过 观察 自己 动作 的 
效果 ， 获 得 一 种 反馈 信息 。 一 般 来 说 ， 通 过 反馈 ， 人 将 对 自己 的 
信息 加 工 过 程 作出 调整 (实际 上 这 是 一 次 新 的 信息 加 工 过 程 ), 以 
便 自己 对 环境 作出 更 加 正确 的 反应 。 


三 ”控制 的 过 程 


前 面 对 信息 加 工 过 程 的 描述 ,使 我 们 对 学 习 的 内 部 活动 有 了 
一 个 比较 完整 的 认识 。 然 而 ， 学 习 活动 是 复杂 的 ， 不 难 想象 ， 在 
学 习 活 动 的 每 一 个 环节 上 ， 不 同学 生 会 有 不 同 的 特点 ， 他 们 在 学 
习 方法 、 所 采取 的 学 习 步 骤 等 上 都 会 表现 出 灵活 性 、 差 异性 。 那 
么 ， 到底 是 什么 因素 导致 了 这 种 差异 呢 ? 信息 加 工 理论 认为 ， 我 
们 可 以 从 执行 控制 过 程 和 期 望 中 找到 答案 。 加 湿 认 为 ， 这 两 个 过 
程 也 是 习 得 的 ， 它 们 决定 了 学 生 在 信息 加 工 过 程 中 所 采取 的 方法 
的 性 质 。 控 制 过 程 决定 了 学 生 是 怎样 注意 、 编 码 、 储 存 和 提取 信 
息 的 : 感觉 登记 处 内 容 的 哪些 特点 进入 短 时 记忆 ， 从 而 影响 选择 
性 知觉 应当 对 短 时 记忆 中 的 娜 些 内 容 进 行 精致 性 复述 ; 应 当 怎 
样 将 信息 储存 在 长 时 记忆 中 以 及 采取 什么 方法 和 路 线 来 搜寻 和 检 
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索 信息 等 , 而 且 , 控制 过 程 还 将 决定 学 生 概括 和 解决 问题 的 方法 ， 
因此 它 也 影响 着 学 生 的 思维 品质 。 

期 望 代 表 了 学 生 对 学 习 目标 的 一 种 期 待 心 情 ， 它 是 引起 学 习 
动机 、 维 持 学 习 兴趣 的 动力 。 事 实 上 ， 学 生 想 要 达到 的 学 习 目 标 
会 对 学 生 的 整个 信息 加 工 活动 产生 非常 重要 的 影响 ， 可 以 说 ， 学 
生 在 整个 信息 加 工 过 程 中 所 从 事 的 一 切 内 部 加 工 活 动 ， 都 是 对 他 
心目 中 的 那个 目标 作出 的 反应 .心理 学 家 认为 9, 强化 的 反馈 效果 
之 所 以 能 够 影响 学 习 与 记忆 ， 并 不 是 它们 使 学 生 获 得 了 “ 报 偿 ”， 
而 是 因为 它们 给 学 生 传递 了 一 种 信息 ， 告诉 学 生 是 否 达到 了 目标 
或 他 离 目标 的 距离 还 有 多 远 。 换 言 之 , 反馈 之 所 以 有 效 , 是 因为 它 
肯定 了 学 生 的 期 望 ， 而 这 就 是 强化 的 意义 。 

事实 上 ， 就 目前 信息 加 工 心理 学 的 研究 来 说 ， 控 制 的 过 程 已 
经 成 为 一 个 研究 的 热点 , 像 “ 认 知 策略 ” “自我 意识 ”、“ 自 我 反 
局”"、“ 反 省 ”、“ 元 认 知 ”等 ， 实 际 上 都 是 在 研究 主体 对 自己 的 信 
息 加 工 过 程 的 意识 问题 ， 其 意义 一 般 都 是 指 在 完成 任务 过 程 中 的 
计划 、 监 控 和 决策 ， 与 “控制 的 过 程 ”的 意义 应 该 是 一 致 的 ， 只 
不 过 是 名 词 不 同盟 了 .另外 , 当前 信息 加 工 心理 学 的 研究 , 实际 上 
是 围绕 人 的 信息 加 工 过 程 这 个 中 心 来 展开 的 ， 是 对 信息 加 工 过 程 
所 涉及 的 各 种 因素 、 各 个 方面 的 深入 细致 的 研究 .我 们 相信 , 这 些 
研究 对 于 揭示 数学 学 习 的 内 部 过 程 及 其 心理 机 制 会 有 极 大 的 指导 
意义 。 








名”[ 美 ] 加 涅 R M. 学 习 的 条 件 . 北京 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1985，12. 68 
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第 四 章 ”数学 技能 的 训练 与 掌握 


第 一 节 ”数学 技能 及 其 作用 


在 数学 学 习 过 程 中 ,数学 技能 的 形成 是 非常 重要 的 ,数学 技能 
以 数学 知识 的 学 习 为 前 提 ， 在 数学 知识 学 习 和 应 用 过 程 中 ， 通 过 
实际 操作 获得 动 觉 经 验 而 逐渐 形成 ,并 且 对 知识 学 习 产 生 反 作用 ， 
数学 技能 的 形成 可 以 看 成 是 深刻 掌握 数学 知识 的 一 个 标志 ， 数学 
技能 与 数学 知识 共同 构成 数学 能 力 的 基本 要 素 ， 是 形成 数学 能 力 
的 前 提 , 因为 按照 能 力 的 “ 泛 化 经 验 说 ”, 作为 个 体 心理 特性 的 能 
力 ， 是 对 活动 的 进行 起 稳定 调节 作用 的 个 体 经 验 ， 是 一 种 类 化 了 
的 经 验 ， 而 经 验 的 来 源 有 两 个 方面 ， 一 是 知识 习 得 过 程 中 获得 的 
认 知 经 验 ， 二 是 技能 形成 过 程 中 获得 的 动作 (包括 外 化 的 操作 性 
动作 和 内 潜 的 心智 动作 ) 经 验 ， 而且， 作为 一 种 稳定 的 心理 结构 
一 一 能 力 要 对 活动 进行 有 效 的 、 经 常 的 调节 和 控制 ， 必 须要 以 知 
识 和 技能 的 高 水 平 掌握 为 前 提 , 理 想 状态 是 技能 的 自动 化 .能 力 心 
理 结构 的 形成 依 束 于 已 经 掌握 的 知识 和 技能 的 进一步 概括 化 和 系 
统 化 ， 事 实 上 ， 它 是 在 实践 的 基础 上 ， 通 过 已 掌握 的 知识 、 技 能 
的 广泛 迁移 , 在 迁移 的 过 程 中 , 通过 同化 和 顺应 把 已 有 的 知识 、 技 
能 整合 为 结构 功能 完善 的 心理 结构 而 实现 的 。 当 然 ,数学 能 力 对 数 
学 技能 也 有 反作用 ,因此 ,数学 技能 的 地 位 是 极其 重要 的 ,但 是 ,在 
过 去 ， 数 学 技能 的 研究 并 没有 引起 数学 教育 工作 者 的 重视 ， 比 较 
多 的 是 对 数学 知识 与 数学 能 力 关系 的 研究 ,中 间 越 过 了 数学 技能 。 
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一 ”心智 技能 及 其 特点 


前 已 指出 ， 数 学 技能 主要 是 一 种 心智 技能 .为 了 认识 数学 技 
能 ， 我 们 有 必要 先 了 解 一 下 心智 技能 。 

在 心理 学 的 历史 上 ， 由 于 行为 主义 长 期 占据 统治 地 位 ， 他 们 
否认 意识 ， 否 认 心 智 活动 的 存在 ， 因 此 关于 心智 枝 能 的 研究 一 直 
没有 得 到 重视 .20 世 纪 60 年 代 , 认 知心 理学 逐渐 占据 心理 学 的 主导 
地 位 , 心智 活动 和 心智 技能 才 受 到 应 有 的 重视 , 展开 了 大 量 研究 。 
例如 ， 美 国 心理 学 家 加 涅 (Gagne R M，1916~) 就 对 智慧 技能 
即 心智 技能 进行 了 专门 的 论述 。 

他 认为 ,智慧 技能 是 “个 体 运用 符号 与 环境 相互 作用 的 能 
力 ”。 加 温 在 《教学 方法 的 心理 学 基础 》 一 文中 说 ,“ 智 慧 技能 的 学 
习 从 获得 简单 的 辨别 和 连锁 开始 ,学 校 的 学 习 虽 然 时 常 包括 这 些 
简单 的 形式 ， 但 主要 是 学 习 概 念 和 规则 ， 概 念 和 规则 使 得 学 生 能 
够 用 体现 他 的 环境 的 那些 符号 来 做 事 .”? 这 就 是 说 ， 智 夏 技 能 包 
括 : 辨别 、 概 念 、 规 则 以 及 问题 解决 (高 级 规则 〉 等 ,如 图 4. 1. 1 
所 示 , 智慧 技能 之 问 有 一 种 相互 依赖 关系 , 从 中 我 们 可 以 看 到 , 任 
何 一 种 智 熙 技能 的 学 习 都 是 以 过 去 学 习 的 其 他 比较 简单 的 技能 为 
前 担 的， 加 涅 认为 这 是 智慧 技能 的 一 个 重要 特征 ， 另 外 ， 不 同类 
型 的 智慧 技能 所 要 求 的 学 习 条 件 存 在 着 显著 的 差别 . 皮 亚 杰 非 党 
重视 操作 和 运算 在 知识 形成 中 的 作用 ， 这 里 的 “运算 ”就 是 指 内 
化 的 、 可 逆 的 动作 , 实际 上 就 是 有 较 大 概括 性 的 心智 动作 .他 重视 
心智 动作 的 发 生 与 发 展 ,强调 心智 动作 的 结构 性 和 组 织 性 。 美 国 心 
理学 家 安德森 在 他 的 《 认 知 心理 学 》 中 ， 把 认 知 技能 定义 为 程序 
性 知识 ， 认 为 动作 技能 、 智 慧 技能 以 及 作为 认 知 策略 的 自我 调控 
技能 ,都 是 不 同形 式 的 程序 性 知识 .程序 性 知识 先 以 命题 网 络 的 形 


名 ” 匡 案 ， 主 .教育 心理 学 参考 资料 选辑 . 济南 山东 教育 出 版 社 ，1982,132 
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式 表征 《陈述 性 知识 ), 经 过 在 不 同 背景 下 的 练习 ,再 转化 为 以 产 
生 式 的 方式 表征 的 知识 《程序 性 知识 ) ,一 系列 小 的 操作 步骤 整合 
为 大 的 步骤 ， 从 而 形成 产生 式 系 统 〔 某 些 次 要 的 中 间 步 又 被 省 上 略 
了 )， 这 就 是 所 有 熟练 的 技能 达到 自动 化 的 心理 机 制 ,这 里 必须 指 
出 的 是 ， 安德森 没有 明确 指出 动作 经 验 在 心智 活动 中 的 作用 ， 因 
而 把 技能 完全 等 同 于 知识 , 这 是 不 正确 的 .事实 上 , 掌握 知识 是 形 
成 技能 的 必要 前 提 ， 而 在 各 种 情景 中 进行 练习 ， 达 到 在 变化 的 情 
景 中 也 能 热 练 应 用 知识 ， 形 成 熟练 应 用 知识 的 经 验 ， 则 是 形成 技 
能 的 必要 手段 。 
问题 解决 (高 级 规则 ) 
要 求 以 规则 为 先决 条 件 
+ 
规则 
要 求 以 概念 为 先决 条 件 
概念 
要 求 以 辩 别 为 先决 条 件 
在 
辨别 
要 求 以 下 列 学 习 为 先决 条 件 
机 
学 司 的 基本 形式 
言语 联想 ;动作 链 素 
刺激 一 反应 联结 ， 信 号 学 习 
图 4.1.1 智 不 技能 的 层次 ， 由 简单 到 复杂 ( 自 下 而 上 ) 


我 们 认为 ， 心 智 技 能 〈 即 智力 技能 )“ 是 一 种 调节 、 控 制 心智 
活动 的 经 验 , 是 通过 学 习 而 形成 的 合乎 法 则 的 心智 活动 方式 ”, 它 
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有 如 下 特点 ?; 

1 心智 技能 是 一 种 活动 方式 ， 属 于 心理 活动 经 验 ， 它 与 知识 
(陈述 性 知识 、 程 序 性 知识 ) 既 有 联系 又 有 区 别 . 首 先 ， 两 者 存在 
相互 作用 , 在 心智 技能 习 得 阶段 的 初期 , 是 以 陈述 性 知识 出 现 的 ， 
然后 再 转化 为 程序 性 知识 ， 并 且 心 智 技能 的 习 得 与 知识 的 学 习 是 
相互 促进 的 .例如 ,学 习 函 数 奇 侦 性 知识 与 形成 判断 函数 奇偶 性 的 
心智 活动 方式 ,都 是 从 学 习 奇 偶 性 定义 开始 的 :“ 设 函数 (zx) 的 定 
义 域 为 ,如 果 对 于 定义 域 1 内 的 任意 一 个 自 变量 =, 都 有 太一 z) 
二 f(x), 那么 就 说 f(z) 是 偶 函 数 ; 如 果 对 于 定义 域 了 内 的 任意 一 
个 自 变量 的 值 z, 都 有 (一 z+) 二 一 fx), 那么 就 说 A(z) 是 奇 函 
数 ”, 这 里 ,定义 是 陈述 性 知识 ,因此 定义 学 习 是 一 种 知识 学 习 ; 另 
一 方面 ,定义 又 包含 了 判断 函数 奇偶 性 的 操作 程序 : 

(1) 判断 函数 f(x) 的 定义 域 是 不 是 关于 原点 对 称 , 即 对 于 定 
义 域内 任 一 xz, 一 zx 是 否 也 在 定义 域内 (这 里 隐 含 于 定义 中 的 ); 

〈2) 如 果 不 是 , 则 函数 闷 z) 为 非 奇 非 偶 ,操作 结束 ,如果 是 , 则 
继续 ; 

(3) 计算 f( 一 x) 的 值 ; 

(4) 判断 fC 一 z) 二 了 (x),f( 一 zx) fz),f(—zr)¥+f(x) 
哪 一 个 成 立 ， 

(5) 根据 (4)， 指 出 函数 奇偶 性 。 
因此 ,定义 学 习 又 是 一 个 形成 心智 技能 的 过 程 .其 次 ,在 应 用 阶段 ， 
两 者 也 存在 相互 作用 :陈述 性 知识 为 进行 某 项 操作 提供 依据 ， 而 
心智 技能 的 形成 〈 即 通过 实际 操作 而 获得 动作 经 验 ， 并 将 练 学 握 
操作 手段 ) 过 程 又 促进 了 知识 的 深刻 理解 ,例如 在 上 述 例子 中 , 学 
生 应 用 定义 解决 有 关 函 数 奇 偶 性 问题 的 过 程 既是 心智 技能 形成 的 














外 冯 忠 良 ， 著 .结构 化 与 定向 化 教学 心理 学 原理 . 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ， 
1998，4. 287 
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过 程 ,又 是 深刻 理解 和 熟练 应 用 定义 的 过 程 。 所 以 ,在 教学 过 程 中 ， 
应 当 注 意 知 识 与 技能 之 间 的 这 种 互惠 关系 。 

当然 ,心智 技能 与 知识 是 不 能 等 同 的 .知识 的 学 习 所 解决 的 是 
“是 什么 ”和 “为 什么 ”( 陈 述 性 知识 )、“ 做 什么 ”和 “怎么 做 ” 
《操作 性 知识 ) 的 问题 , 知 与 不 知 的 问题 ; 心智 技能 学 习 所 解决 的 
是 完成 活动 时 会 不 会 及 熟练 不 熟练 的 问题 。 

2. 心智 技能 是 一 种 心智 活动 方式 ,区 别 于 操作 活动 方式 ,就 心 
智 活动 来 说 ， 它 有 以 下 三 方面 的 特点 : 

(1) 动作 对 象 的 观念 性 ,操作 活动 的 对 象 是 物质 的 , 具有 客观 
狂 ; 心智 活动 的 对 象 是 客体 在 人 脑 中 的 主观 映像 ， 是 客观 事物 的 
主观 表征 ， 是 知识 、 信 息 ， 心 智 活动 就 是 对 客观 事物 的 主观 表征 
的 加 工 改造 过 程 .而 客观 事物 的 主观 表征 是 具有 主观 性 的 ,属于 观 
念 的 范畴 , 因此, 心智 活动 可 以 看 成 是 对 观念 的 加 工 改造 活动 , 具 
有 观念 性 ;操作 活动 是 对 物质 的 加 工 改 造 活动 ， 具 有 物质 性 。 

(2) 动 作 执行 的 内 潜 性 .操作 活动 可 以 以 外 嗓 的 形式 通过 肢体 
运动 来 实现 ,言语 活动 则 可 以 通过 声音 而 觉察 活动 的 存在 .心智 动 
作 的 实现 则 是 通过 内 部 言语 进行 的 ， 只 能 通过 其 作用 对 象 的 变化 
而 判断 活动 的 存在 , 因此 , 心智 动作 的 执行 是 在 头脑 内 部 进行 的 ， 
有 具有 内 潜 性 。 

《3) 动作 结构 的 简 缩 性 .由 于 内 部 言语 可 以 是 不 完全 的 、 片断 
的 ， 因 此 心智 动作 可 以 合并 、 省 略 或 简化 ， 这 样 ， 心 智 动作 就 具 
有 简 缩 性 。 

所 以 ， 我 们 可 以 把 心智 活动 定义 为 : 在 人 脑 内 部 ， 借 助 于 内 
部 言语 , 以 简 缩 的 形式 对 事物 的 主观 表征 进行 加 工 、 改造 的 过 程 。 

3. 心智 技能 是 合乎 法 则 的 心智 活动 方式 .这 里 , “合乎 法 则 ”是 
指 活动 的 动作 构成 要 素 及 烦 序 应 体现 活动 本 身 的 客观 要 求 ,“ 合 平 
法 则 ”就 是 要 实事 求 是 , 按照 客观 规律 办 事 . 实 际 上 , 任何 事物 都 
有 其 自身 的 发 生发 展 规律 ， 人 们 的 活动 只 有 符合 这 种 规律 ， 才 能 
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对 事物 进行 有 效 的 加 工 改造 ， 才 能 实现 对 活动 本 身 的 调节 控制 。 

4. 心智 技能 是 习 得 的 。 心 智 技 能 不 是 生来 就 有 的 ,而 是 在 学 习 
过 程 中 ， 在 主客 体 的 相互 作用 基础 上 ， 主 体 通 过 动作 经 验 的 内 化 
而 形成 的 。 


二 ”数学 技能 研究 的 反思 


综观 国内 外 的 数学 技能 研究 ， 我 们 可 以 发 现 其 中 观点 的 差异 
非常 大 .国外 虽然 也 明确 地 提 数 学 基本 技能 这 一 概念 ,但 是 对 数学 
技能 的 界定 非常 模糊 ,常常 与 数学 知识 、 数 学 能 力 混同 一 起 .国内 
有 明确 的 数学 技能 定义 ， 但 一 般 都 是 借用 普通 心理 学 的 术语 所 进 
行 的 描述 .因此 我 们 应 该 从 已 有 的 研究 出 发 ， 重 新 审视 数学 技能 。 

(一 ) 国外 

1. 日 本 数学 教学 大 纲 中 关于 数学 技能 的 表述 

在 日 本 的 数学 教学 大 纲 中 ， 对 各 年 级 都 有 关于 数学 技能 的 要 
求 ,例如 对 初中 一 年 级 ,在 数 与 式 方面 , 要求“ 掌握 运用 字母 符号 
表示 数 的 关系 和 性 质 的 初步 能 力 ， 获 得 简单 表达 式 的 变换 技能 ”; 
在 图 形 方 面 ， 要 求 “ 掌 握 由 已 知 条 件 逐 步 完 成 作 图 的 技能 ， 并 加 
深 对 平面 图 形 的 理解 ”, 对 初中 二 年 级 ， 在 数 与 式 方面 ， 要求“ 发 
展 从 事物 现象 中 找 出 数量 关系 并 用 公式 表示 出 来 加 以 灵活 运用 的 
技能 "， “理解 不 等 式 的 意义 ， 获 得 解 一 元 一 次 不 等 式 的 技能 ”， 
“理解 一 次 方程 组 及 其 解 的 意义 , 并 能 加 以 运用 ”; 在 图 形 方面 ,要 
求 “ 人 掌握 寻求 平面 图 形 性 质 的 技能 ", “能够 运用 三 角形 的 全 等 与 
相似 的 判定 研究 图 形 的 性 质 ; 在 数量 关系 方面 , 要求“ 按照 目的 
收集 资料 ， 整 理 成 表 ， 画 出 统计 图 等 ， 能 够 从 代表 值 、 资 料 的 分 
布 情况 观察 出 资料 的 倾向 ”初中 三 年 级 ， 在 数 与 式 方面 ， 要 求 
“进一步 按照 目的 要 求 加 深 理解 代数 式 的 变形 和 二 次 方程 ,同时 提 
高 运用 的 技能 ”， 在 图 形 方面 要求“ 提高 应 用 直角 三 角形 和 国 的 
性 质 研究 图 形 性 质 和 进行 计算 的 技能 ， 间 时 提高 对 图 形 性 质 的 预 
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测 和 逻辑 推理 能 力 ”; 在 数量 关系 方面 ,要求 “进一步 提高 表示 和 
应 用 函数 关系 的 技能 ， 研 究 函 数 的 特征 ， 加 深 对 函数 的 理解 ”。 

从 上 述 表 述 中 可 以 看 出 ， 技 能 与 知识 紧密 结合 ， 主 要 体现 了 
“能 算 、 会 夯 、 会 推理 ”方面 的 要 求 。 

2. 英 国 国 家 课程 中 的 技能 理论 

在 著名 的 “ 科 克 罗 夫 特 报告 ”中 ， 对 各 行 各 业 所 需要 的 数学 
知识 和 技能 都 作 了 详细 的 调查 和 分 析 ， 报 告 中 提出 的 进行 成 功 的 
数学 教学 所 必须 的 要 素 之 一 是 “以 培养 学 生 的 基本 技能 及 其 应 用 
为 目的 的 训练 ”, 强调 必须 使 学 生 获 得 一 定 的 口算 、 笔算 以 及 近似 
与 估算 的 技能 ， 提 倡 心 算 、 笔 算 和 计算 器 的 灵活 应 用 。 报 告 认为 ， 
同一 年 龄 的 学 生 在 理解 和 形成 技能 水 平 上 是 存在 很 大 差异 的 , 但 
是 对 所 有 学 生 应 该 有 共同 的 基本 内 容 ， 这 些 内 容 包 括 ，(1) 在 不 
同 的 情景 下 读 、 写 和 谈论 数学 : (2) 用 各 种 方式 进行 计算 : 心算 、 
笔算 和 用 计算 机 、 计 算 器 计算 ，(3〉 将 一 定单 位 制 下 的 度量 与 计 
算 相 结合 , 会 将 一 种 度量 单位 转换 成 另 一 种 度量 单位 .显然 , 这 些 
内 容 包 含 了 对 技能 方面 的 要 求 。 

在 1991 年 5 月 颁布 的 英国 国家 课程 中 ,提出 了 数学 教学 目标 是 
发 展 学 生 的 知识 、 技 能 和 理解 力 ， 以 满足 21 世 纪 国 家 对 人 才 的 要 
求 ， 并 具体 规定 了 五 项 成 线 目标 : 

目标 1: 运用 和 应 用 数学 ”会 选择 和 利用 学 习 大 网 提出 的 知 
识 、 技 能 和 理解 力 于 解决 实际 任务 、 现 实生 活 问题 及 在 数学 内 部 
进行 研究 ; 有 把 握 地 运用 涉及 其 他 目标 的 学 习 大 网 规定 的 适当 教 
学 内 容 。 

目标 2; 数 ”学生 应 理解 和 运用 数 ， 包 持 估 计 与 近似 ， 解释 结 
果 并 检验 正确 性 。 

目标 3: 代数 ”应 认识 并 运用 符号 表示 关系 。 

目标 4; 图 形 和 空间 应 认识 和 运用 二 维和 三 维 图 形 的 性 质 ， 
并 在 空 闻 的 研究 中 运用 度量 、 位 置 和 变换 。 
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目标 5: 数据 处 理 ”能 收集 、 处 理 并 解释 数据 ,能 理解 、 侍 计 
和 运用 概率 。 
在 此 基础 上 , 1994 年 4 月 , 英国 学 校 课程 和 评价 当局 又 提出 修 
订 国 家 课程 的 建议 草案 ,其 中 提出 11~16 岁 学 生 的 数学 学 习 中 ,应 
将 知识 和 理解 力 应 用 于 研究 越 来 越 复杂 的 情景 ， 需 要 从 一 系列 技 
能 中 选择 合适 的 技能 ,包括 应 用 适当 的 信息 技术 。 在 成绩 目标 的 教 
学 要 求 中 提出 ， 
(1) 运用 和 应 用 数学 
在 将 数学 应 用 于 解决 实际 问题 方面 ， 要 求 能 够 选择 并 组 织 为 
处 理 一 系列 问题 所 必须 的 数学 和 资料 ;将 复杂 问题 分 解 为 一 系列 
任务 ; 选择 、 尝 试 和 评价 各 种 可 能 的 方法 。 在 数学 交流 方面 , 要求 
能 够 运用 适当 的 数学 交流 形式 ， 如 词 、 符 号 、 图 、 表 、 图 象 及 计 
算 机 打印 输出 ; 解释 用 各 种 形式 表示 的 数学 ， 运 用 图 象 、 图 表 和 
符号 ， 以 清晰 的 方式 介绍 工作 、 传 递 意图 ; 批判 地 检验 ， 改 进 和 
论证 他 们 选择 的 数学 描述 ,在 发 展 数学 推理 技能 方面 ,要 求 能 够 解 
释 并 证 实 他 们 是 如 何 得 出 结论 或 问题 的 解答 的 ， 详 细 说 明 简 单 的 
假设 ， 设 计 检 验 的 方法 ， 以 及 收集 和 分 析 结 果 以 观察 它们 是 否 有 
效 ; 作 一 般 化 并 予以 检验 ， 认 识 特例 ， 理 解数 学 解释 与 实验 证 据 
之 间 的 区 别 ; 在 代数 和 几何 中 理解 和 运用 “如 果 …… 那 么 ……” 的 
推理 格式 ， 并 从 统计 作出 论断 ;遵循 数学 推理 链 认 识 矛 盾 。 
《2) 数 与 代数 
针对 各 项 具体 知识 ,都 提出 了 理解 知识 和 掌握 技能 上 的 要 求 。 
例如 ， 对 理解 和 应 用 函数 关系 上 ， 要 求 ， 研究 从 各 种 情景 下 提出 
的 数 的 模式 : 在 适当 的 场合 使 用 计算 机 ， 求 数列 的 一 般 规律 ， 用 
符号 表示 简单 函数 并 用 图 象 或 表格 表示 出 来 ;解释 措 述 现实 生活 
情景 的 图 象 ， 研 究 标准 的 数学 函数 的 性 质 ， 等 ;作出 并 解释 这 些 
函数 的 表格 和 图 象 ， 包 括 画 出 图 象 的 草图 ， 以 及 运用 计算 机 作出 
图 象 以 理解 它们 的 变化 情况 ;选择 与 一 组 数据 相符 合 的 数学 函数 ， 
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以 便 建立 特殊 情景 的 模型 并 解决 问题 。 

(3) 图 形 、 空 间 与 度量 

分 “理解 和 应 用 图 形 及 其 变换 的 性 质 ” 和 “理解 和 应 用 度 
车 ”两 个 方面 提出 具 休 要求 。 

(4) 数据 处 理 

对 数据 处 理 过 程 的 各 个 阶段 都 提出 了 相应 的 要 求 ,在 建立 探 
究 情 景 阶段 涉及 确定 课题 ， 提 出 要 实现 的 调查 线索 ， 要 求 回 答 的 
问题 ， 并 在 较 高 水 平 建立 变 检 验 的 假设 ! 在 收集 数据 阶段 涉及 如 
何 设计 和 应 用 数据 收集 表 ， 从 计算 机 数据 库 接 收 所 需 的 信息 ， 在 
适当 的 场合 对 成 群 数据 作 频 率 表 ; 如何 设 计 调 查 表 或 实验 以 计算 
检验 假设 所 需要 的 数据 , 考 虚 可 能 的 倾向 .在 分 析 数 据 阶 段 , 涉及 
解释 和 构造 表示 离散 数据 的 图 表 , 包括 条 形 图 、 直 线 图 、 饼 分 图 ， 
频率 多 边 形 、 和 散布 图 以 及 累积 频数 图 ;如 何 选取 并 计算 或 估计 合 
适 的 中 心 趋向 度量 ， 即 众 数 、 中 间 数 和 算术 平均 数 ， 先 考虑 少数 
的 离散 数据 ， 再 考虑 成 群 的 连续 数据 ;如 何 选取 并 计算 或 估计 适 
当 的 扩散 度量 , .包括 应 用 于 离散 数据 、 成 群 数据 和 连续 数据 的 间 
距 和 四 分 位 数 间距 .在 解释 数据 阶段 ,涉及 如 何以 图 象 的 形状 和 单 
一 分 布 的 简单 统计 、 数 据 组 的 比较 分 布 以 及 两 组 数据 间 的 关系 为 
基础 作出 判断 ; 批判 地 评价 结果 ， 发 展 对 结果 可 靠 性 的 理解 ; 从 
对 实验 或 调查 的 数据 分 析 作 出 的 推断 可 以 提出 进一步 调查 研究 的 
问题 。 另 外， 对 估计 和 计算 事件 的 概率 方面 也 提出 了 要 求 。 

从 上 述 表述 中 我 们 可 以 看 到 ， 英 国 对 技能 的 理解 也 有 与 知识 
紧密 结合 的 特点 ， 而 且 就 每 一 项 具体 知识 ， 都 提出 了 既 有 知识 掌 
握 上 的 要 求 , 又 有 技能 及 能 力 上 的 具体 要 求 . 总 的 来 说 , 对 各 项 数 
学 内 容 的 各 个 学 习 阶段 都 具体 提出 了 相应 的 技能 方面 的 要 求 ， 这 
是 很 有 特色 的 。 

3. 美国 现代 课程 标准 中 对 数学 技能 的 要 求 

在 《学 校 数 学 课程 与 评估 标准 》 (简称 《课程 标准 》) 中 ， 美 
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国 提 出 了 数学 课程 的 新 目标 : (1》 了 解数 学 的 价值 ，(2) 对 自己 
的 数学 能 力 有 信心 ;3) 变 成 数学 问题 的 解决 者 ，(4) 学 会 数学 
交流 ，(5) 学 习 数学 推理 ,这 一 目标 要 求 对 数学 课程 内 容 和 教学 进 
行 改革 .总 的 来 说 , 对 数学 知识 内 容 要 求 拓宽 和 加 深 , 在 教学 方法 
上 ， 强 调 学 生 的 积极 参与 ， 主 动 获取 知识 ， 对 知识 的 掌握 上 ， 强 
调 灵 活 应 用 而 反对 死记 硬 背 ,具体 来 说 , 在 概念 掌握 上 , 要求 从 观 
察 调查 生活 实例 开始 ， 建 立 经 验 ， 然 后 再 进行 抽象 ， 以 利于 学 生 
形成 清晰 而 牢固 的 概念 ， 并 且 要 给 学 生 充足 的 时 间 ， 通 过 建立 概 
念 和 技能 的 联系 而 发 展 理解 力 .在 教学 过 程 中 ,强调 学 生 自己 动手 
操作 实物 ， 边 试验 边 学 习 数 学 ， 让 他 们 自己 积极 构造 、 修 改 和 合 
并 概念 .在 思维 发 展 上 , 要 使 学 生 对 自己 的 数学 能 力 有 信心 , 能 灵 
活 运用 数学 概念 处 理工 作 ， 解 决 问题 ， 选 择 适当 的 策略 ， 作 出 合 
理 的 决定 能 在 不 热 悉 的 集合 中 辨认 出 热 悉 的 数学 结构 ,能 探测 模 
式 , 分 析 数 据 ， 等 ,根据 具体 内 容 ,《 课 程 标准 》 提 出 了 相应 的 技 
能 和 能 力 要 求 .其 中 ， 特 别 重要 的 是 提出 了 数学 交流 上 要 注重 讨 
论 、 书 写 、 阅 读 和 倾听 数学 思想 。 

总 的 来 说 ， 美 国 的 《课程 标准 》 特 别 重 视 问 题解 决 ， 数 学 教 
学 以 问题 解决 为 重点 ,这 就 对 学 生 的 数学 技能 提出 了 更 高 的 要 求 。 
例如 要 求学 生 把 与 各 种 问题 情景 相关 的 问题 公式 化 ;发 展 和 运用 
各 种 问题 解决 策略 ,特别 是 那些 多 步骤 的 、 非 常规 的 问题 ， 鉴 别 
和 说 明 与 原始 问题 相关 的 结果 ， 把 结果 和 策略 推广 到 新 的 问题 情 
景 中 。 

4. 新 加 坡 数学 课程 目标 中 的 技能 成 分 

新 加 坡 数学 课程 目标 由 五 个 成 分 组 成 ; 概念、 技能、 方法 、 态 
度 和 自我 认识 , 它们 都 是 以 问题 解决 为 核心 的 数学 技能 包括 , 估 
计 和 近似 、 心 算 、 交 流 、 使 用 数学 工具 、 代 数 运算 、 处 理 数据 等 。 

5. 法 国 普通 中 学 数学 教学 大 岗 中 对 技能 的 要 求 

法 国 的 普通 中 学 数学 教学 大 岗 中 ， 不 但 有 对 教学 目的 和 教学 
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内 容 的 陈述 , 而 且 还 有 教学 方法 的 陈述 ,例如 ,在 一 年 级 相当 于 
我 国 的 高 中 二 年 级 ) Al 和 B 班 的 教学 大 纲 中 认为 : 

(1) 图 象 表示 法 ”图 象 表示 法 占有 重要 的 位 置 ,因为 除了 其 
自身 引起 你 的 兴趣 ， 它 还 能 将 大 纲 各 部 分 所 研究 的 数学 对 象 直观 
化 和 具体 化 图 象 的 应 用 能 培养 细致 精确 的 作风 ,并 且 突出 理论 各 
实践 操作 的 结合 ， 从 更 大 意义 上 说 ， 是 培养 学 生 用 几何 分 析 来 处 
理应 用 问题 的 方法 ， 因 为 几何 图 象 能 把 直观 的 对 象 、 抽 象 的 语言 
及 某 些 说 明 的 过 程 都 表示 出 来 。 

《2) 数值 问题 ” 因 其 在 许多 数学 概念 的 理解 中 , 在 与 数学 相 
关 的 各 领域 中 所 起 的 重要 作用 ， 数 值 应 用 问题 和 数值 方法 的 利用 
比较 广泛 。 它 还 能 训练 学 生 将 数学 推理 和 检验 结合 起 来 ,提高 学 生 
严谨 、 细 致 的 素质 。 

(3) 算法 问题 ”要 重点 突出 所 研究 问题 的 图 示 法 。 可 以 通过 
几 个 简单 例子 明确 其 步骤 ， 算式 的 建立 ， 同 一 问题 的 不 同 处 理 所 
得 结果 的 比较 。 

(4) 计算 器 的 应 用 ”使 用 计算 器 的 目的 不 仅 是 进行 运算 , 还 
用 来 检验 计算 结果 ， 有 助 于 研究 工作 ， 为 以 后 的 计算 机 使 用 打下 
基础 ,要 让 学 生 形成 下 列 技 能 : 能 对 数字 进行 算术 四 则 运算 , 能 进 
行 数值 的 比较 ; 能 使 用 涉及 到 年 级 大 纲 上 所 规定 的 函数 键 并 用 以 
编制 一 些 一 个 变量 的 函数 值 计算 的 程序 ;能 编制 序列 指令 程序 ,在 
毕业 班 A 类 , 编制 条 件 指令 ,过 代 指令 程序 ; 建议 掌握 包含 一 个 
或 两 个 变量 的 统计 函数 模式 的 编程 能 力 。 

(5) 计算 机 初步 ”与 计算 器 的 应 用 的 要 求 差不多 。 

(6) 训练 的 一 致 性 ”通过 大 量 的 作业 练习 ， 大 纲 各 部 分 ,如 
几何 、 代 数 、 指 数 、 函 数 、 序 列 等 的 研究 内 容 能 够 融会 员 通 .从 这 
一 角度 来 说 ,应 该 把 数学 教学 与 其 他 学 科 的 教学 联系 起 来 .在 进行 
综合 练习 时 应 给 学 生 以 必要 的 提示 ， 对 学 生 在 技能 上 的 要 求 应 在 
大 网 上 明确 地 表明 。…… 
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(7) 科学 训练 实验、 推理、 抽象 思维 、 批 判 分 析 等 能 力 不 
是 彼此 对 立 的 , 应 该 同时 进行 培养 .估计 问题 的 准确 性 、 把 实际 各 
题 数学 化 、 实 验 、 运 用 理论 、 检 验 结果 等 都 是 同一 数学 活动 中 的 
不 同步 又 ， 训 练 的 主要 目的 是 培养 学 生 的 推理 能 力 ， 数 学 语言 表 
达能 力 。 

《8) 推理 、 词 汇 和 符号 表示 应 该 使 学 生 学 会 使 用 常见 的 符 
号 和 推理 方式 。 

在 教学 内 容 的 具体 陈述 中 ， 对 技能 的 培养 作 了 具体 的 表述 。 

法 国 在 数学 教学 大 网 中 对 各 数学 内 容 的 教学 重点 、 该 内 容 在 
技能 和 能 力 培养 方面 的 作用 及 培养 的 侧重 点 等 都 作 了 说 明 ， 这 是 
他 们 的 一 个 特点 .从 上 所 述 可 以 看 出 , 在 数学 技能 上 , 主要 还 是 从 
计算 、 操 作 、 推 理 、 语 言 表述 等 方面 来 提 ， 与 别 的 国家 有 些 不 河 
的 是 在 计算 器 〈 机 ) 应 用 方面 提出 了 比较 详细 的 技能 要 求 ， 包 括 
操作 和 编程 两 个 方面 。 

纵 观 各 国 数学 教学 大 网， 它们 对 数学 技能 一 般 都 没有 给 出 明 
确 的 界定 ， 基 本 上 都 是 在 教学 目标 中 提出 技能 的 总 要 求 ， 并 结合 
具体 知识 内 容 提 出 相应 的 技能 方面 的 要 求 . 至 于 技能 与 知识 及 能 
力 之 间 的 关系 、 技 能 的 形成 途径 等 ， 一 般 都 没有 涉及 ， 至 少 是 没 
有 明确 地 作出 表述 ,从 数学 技能 的 具体 内 容 来 说 ,各 国 所 强调 的 也 
不 尽 相同 ,但 是 都 包括 了 “能 算 、 会 画 、 会 推理 ”各 国 的 大 纲 都 
在 一 定 程度 上 反映 了 社会 发 展 、 科 学 技术 发 展 对 数学 技能 的 新 要 
求 , 例如 强调 计算 器 、 计 算 机 的 操作 和 编程 技能 , 数学 交流 技能 ， 
数学 语言 应 用 方面 的 技能 ， 数 据 处 理 的 技能 等 .但 是 从 总 体 上 来 
说 ， 知 识 、 技 能 、 能 力 之 间 没 有 进行 区 分 ， 这 不 但 会 对 技能 的 训 
练 和 形成 产生 不 利 影响 ， 而 且 对 知识 的 掌握 和 能 力 的 培养 也 会 有 
消极 影响 。 

(二 ) 国内 

目前 ， 我 国 数学 教育 界 比较 认同 的 数学 技能 观 是 “数学 技能 
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是 指 通过 练习 而 形成 的 、 顺 利 完成 数学 活动 的 一 种 动作 方式 ， 往 
往 表现 为 完成 数学 任务 所 需要 的 动作 协调 和 自动 化 . ”“ 在 认识 特 
定 事 物 ， 解 决 具体 课题 中 ， 心 理 活动 按 一 定 的 合理 的 、 完 善 的 方 
式 进行 就 是 心智 技能 ;掌握 正确 的 思维 方式 、 方 法 是 心智 技能 的 
本 质 特征 ”， 它 是 通过 练习 获得 的 .在 我 国 1992 年 颁布 的 《 九 年 义 
务 教育 全 日 制 初级 中 学 数学 教学 大 纲 》 中 ， 对 数学 技能 具体 明确 
化 为 : 能 够 按照 一 定 的 程序 与 步骤 进行 运算 、 作 图 和 画图 、 进 行 
简单 的 推理 ,在 新 的 供 试验 用 的 《全 日 制 普通 高 级 中 学 数学 教学 大 
岗 》 中 ， 对 高 中 数学 基本 技能 具体 化 为 ， 按 照 一 定 的 程序 与 步 又 
进行 运算 、 处 理 数据 (包括 使 用 计算 机 )、 简 单 的 推理 、 画 图 以 及 
绘制 图 表 等 技能 。 

显然 ， 我 国 关于 数学 技能 的 要 求 还 是 “能 算 、 会 画 、 会 扒 
理 ”。 
我 国有 的 数学 教学 实验 对 知识 、 技 能 和 能 力 之 间 的 关系 以 及 
发 展 的 阶段 性 和 延续 性 作 了 研究 ,例如 ,数学 目标 教学 实验 的 结果 
认为 : 

运算 技能 、 能 力 的 发 展 阶段 是 : 步 步 有 据 、 运 算 准 确 一 准确 
迅速 运算 ~ 昔 于 观察 分 析 、 筛 选 方法 、 灵 活 运算 

逮 辑 推理 技能 、 逻 辑 思维 能 力 的 发 展 阶段 是 ， 言 必 有 据 、 书 
写 规范 步 步 有 据 、 逮 辑 推理 一 运用 分 析 、 综 合 的 思维 方法 进行 
逻辑 推理 一 培养 思维 的 灵活 性 、 深 刻 性 、 敏 捷 性 ， 

识 图 、 画 图 技能 、 空 间 想象 力 发 展 阶段 是 : 看 懂 基 本 图 形 一 
能 画 基 本 图 形 一 由 文字 、 符 号 或 实物 画 出 基本 图 形 一 从 基本 图 形 
中 识别 基本 元 素 及 其 关系 一 从 综合 图 形 中 分 解 基本 图 形 ， 进 行 逻 
辑 分 析 。 

从 上 述 材料 中 我 们 可 以 看 到 ， 我 国 对 数学 技能 的 理解 大 致 也 
是 “能 算 、 会 作 图 、 会 推理 ”等 三 个 方面 ， 这 不 但 不 符合 数学 教 
育 现代 发 展 的 要 求 〈 例 如 ， 计 算 机 教育 在 数学 教育 中 的 地 位 已 经 
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越 来 越 重要 了 ， 然 而 上 述 三 个 方面 的 技能 显然 不 能 包括 计算 机 学 
习 方 面 的 技能 )， 而 且 由 于 过 分 强调 技能 是 一 种 “活动 方式 ”， 因 
-此 对 技能 的 理解 上 重视 了 “操作 性 ”而 把 技能 〈 特 别 是 心智 技 
能 ) 的 “智力 性 ” 放 在 了 一 个 相对 次 要 的 地 位 ， 这 样 ， 对 技能 的 
训练 也 就 停留 在 模仿 层次 , 贬低 了 训练 中 理解 的 作用 。 所 以 , 从 数 
学 技能 的 组 成 成 分 、 数 学 技能 的 特点 、 数 学 技能 的 作用 、 数 学 技 
能 的 形成 到 数学 技能 的 培养 和 训练 ， 都 必须 进行 重新 认识 。 


三 ”对 数学 技能 的 认识 


加 涅 曾经 指出 ， 学 校 里 学 习 的 数学 内 容 都 是 智慧 技能 〈 即 心 
智 技能 ), 按 照 加 涅 的 观点 ， 数 学 心智 技能 的 学 习 是 从 对 数学 对 象 
的 辨别 开始 的 ， 因 此 ， 我 们 可 以 认为 ， 凡 是 有 数学 活动 存在 的 地 
方 ， 都 有 数学 技能 的 训练 的 问题 ， 也 有 需要 数学 技能 发 挥 作 用 的 
问题 。 在 数学 学 习 活动 中 ， 数 学 技能 和 数学 知识 在 一 种 相互 作用 、 
相互 促进 的 方式 中 被 习 得 .数学 技能 是 从 数学 知识 掌握 到 数学 能 
力 形 成 和 发 展 的 中 间 环 节 ， 数 学 技能 本 质 上 是 运用 已 经 掌握 的 数 
学 概念 、 定 理 、 公 式 和 法 则 等 基础 知识 〈 即 不 掌握 数学 基础 知识 ， 
数学 技能 就 不 可 能 形成 ) 来 理解 并 解决 问题 的 心智 动作 经 验 ， 而 
数学 能 为 则 是 这 种 经 验 的 进一步 概括 化 和 系统 化 ,我 们 强调 理解 
在 数学 技能 形成 过 程 中 的 重要 性 。 

(一 ) 数学 技能 的 组 成 因素 分 析 

数学 技能 也 可 以 分 为 动作 技能 和 心智 技能 两 种 ， 但 主要 是 心 
智 技能 .既然 数学 技能 在 任何 数学 活动 中 都 会 得 到 训练 和 培养 ,也 
会 在 数学 活动 中 发 挥 作用 ， 那 么 我 们 就 可 以 通过 考察 数学 活动 过 
程 来 认识 数学 技能 。 

首先 , 运算 、 作 图 和 推理 是 三 种 基本 的 数学 活动 ， 因 此,“ 能 
算 、 会 作 图 和 会 推理 ”是 三 种 基本 的 数学 技能 .这 里 , 运算 技能 是 
指 能 正确 运用 各 种 概念 、 公 式 、 法 则 进行 数学 运算 ， 作 代数 式 的 
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变形 ， 包 括 对 算法 的 选择 以 及 对 所 采用 算法 合理 性 的 判断 ， 还 包 
括 达到 一 定 的 运算 速度 运算 包含 根据 法 则 进行 的 精确 计算 、 心 算 
和 估算 . 作 图 技能 是 指 根 据 数 学 语言 和 题 意 , 能 准确 、 直观 地 作出 
几何 图 形 ， 这 里 要 注意 的 是 ， 作 图 技能 不 仅 是 一 种 动作 技能 ， 对 
于 数学 中 的 作 图 来 说 ,更 重要 的 是 在 头脑 中 按 一 定 的 方式 合理 、 完 
善 地 组 织 作 图 步 又 ,考虑 图 形 中 各 元 素 . (点 、 线 和 面 ) 的 位 置 、 大 
小 及 其 关系 , 显然 , 这 些 都 属于 心智 技能 的 范畴 。 推 理 技能 是 指 根 
据 具体 内 容 所 规定 的 程序 与 步骤 进行 逻辑 推理 ， 因 此 ， 从 技能 培 
养 的 角度 来 说 ， 数 学 知识 的 学 习 目 标 中 ， 应 该 包含 知识 中 所 荀 洱 
的 关于 知识 应 用 的 程序 与 步骤 ， 这 一 点 我 们 在 前 面 已 有 例子 . 另 
外 ， 推 理 技能 中 还 包含 了 正确 、 简 捷 地 表述 思想 ， 其 中 ， 在 推理 
过 程 中 适当 地 使 用 数学 符号 来 帮助 推理 则 可 以 看 成 是 突出 地 反映 
了 数学 特点 的 技能 .如 9; 

已 知 椭 圈 的 中 心 在 原点 O, 焦点 在 坐标 轴 上 , 直线 ?一 z 十 1 与 


该 本 图 相 交 于 P，Q 两 点 , 且 OP LO9，|PQ1= 8， 求 本 加 的 
方程 。 

解 , 可 设 杠 图 r 的 方程 为 五 十 其 一 1， 是 设 中 的 直线 为 1。 

@ 由 于 P,QEL, 故 可 设 P= (rz 十 1)，Q 一 (rayzz 十 1)3 

又 OPLOQ, 即 ut ‘et 
+1=0; 

而 |PQ| 
4(zl 一 如) 一 53 

合十 zs 二 六,zizz 二 了 , 则 及 十 2Y7 十 1 二 0,4z? 一 16Y 一 5 二 
0, 解 得 








1, 即 (z: 十 zz) 十 2zizz 


2 , 即 (mn 2 十 [C1 十) 一 (zs 十 DD 了 = 号, 即 








名” 亦 金 . 谈 谈 解 题 的 表述 方法 . 数学 通报 ，1991 年 ，12. 33 
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1 1 3 yl 
x ZY 二 或 并 oY 本。 


加 由 于 P,QET, 即 Bz2 十 4(z 十 1)? 一 4 有 一 0, 即 (4 十 鼠 )z2 


+24z: 十 A(1 一 B) =0Ci 一 1,2); 由 书 达 定理 ,并 代入 , 有 寻 入 


1 A0-B) 1 24 3 Ad-B)_1 2 
3° ATB 4 或 B22， 有 TB 一 十 * 解 得 4 一 3， 


B=2 或 4=2,B 一 她。 




















zx! ye zx? Ei 
因此 的 方程 是 儿 十 区 一 1 或 所 十 黎 一 1。 


3 3 

在 本 题 的 解决 过 程 中 ， 由 于 引进 了 符号 4，B， X,Y， 并 利 
用 题 设 ， 把 求 4, B 先 转化 为 求 叉 ,Y, 使 推 理 过 程 变 得 清晰 、 简 
练 .所 以 ,在 推理 过 程 中 能 够 恰当 地 引进 和 使 用 符号 是 具有 数学 梳 
能 的 重要 标志 。 

其 次 ,数学 技能 还 应 该 包含 数学 交流 的 成 分 .实际 上 , 听 、 说 、 
读 、 写 、 想 等 是 人 的 日 常生 活 中 的 基本 心智 活动 方式 ， 因 此 就 有 
关于 听 、 说 、 读 、 写 、 想 等 的 基本 技能 。 

在 数学 学 习 活 动 中 ， 学 生 首先 要 听课 ， 也 要 听闻 学 关于 数学 
知识 理解 的 叙述 , 要 使 听 的 效果 理想 , 就 要 有 听 的 技能 .例如 听 的 
过 程 中 如 何 才能 使 自己 的 思路 与 教师 保持 同步 ， 如何 才 能 更 好 地 
领会 教师 的 讲解 ， 遇 到 不 懂 的 地 方 应 该 怎么 办 ; 如 何 回答 老师 的 
问题 ， 如 何 向 老师 提出 问题 等 。 另 外， 还 要 学 会 倾听 同学 的 见解 。 

阅读 数学 教科 书 和 练习 册 ， 阅 读 参考 书 等 是 数学 学 习 的 又 一 
基本 活动 方式 。 在 阅读 的 过 程 中 ， 就 涉及 到 如 何 掌 握 阅读 的 节奏 ， 
哪些 地 方 应 该 精读 ， 哪 些 地 方 可 以 省 读 ， 如 何 阅读 才能 更 加 有 利 
于 发 现 问题 ;阅读 中 怎样 才能 抓 住 关键 ， 应 该 如 何 进行 阅读 的 检 
查 , 等 ,我 们 认为 , 阅读 中 是 存在 技能 问题 的 , 如 果 没有 阅读 的 技 
能 和 技巧 ， 往 往 会 事 无 巨细 ， 平 均 使 用 力量 ， 使 重点 内 容 、 关 键 

174 


思想 淹没 在 细节 之 中 ;或 者 是 “走马 观 花 "， 抓 不 住 重 点 和 要 害 。 
例如 ， 关 于 加 法 原理 和 乘法 原理 的 阅读 ,就 定义 来 说 ， 几 乎 就 是 
常识 ， 学 生 在 阅读 时 一 般 会 认为 内 容 简单 、 道 理 浅显 ， 因 此 常常 
认为 一 读 就 懂 . 但 实践 表明 , 问题 并 不 这 样 简单 , 在 解决 具体 问题 
时 ， 大 部 分 学 生 都 会 在 “完成 一 件 事情 ”中 的 这 件 “事情 ”到 底 
指 秆 么 产生 错误 .例如 ，“ 乘 积 〈@i 十 az 十 ca) (8; 十 ba 十 所 十 4) 
(ci 十 cs 十 cs 十 ct 十 cs) 展开 后 共有 多 少 项 ?” 中 的 “事情 ”往往 被 学 
生 认为 是 “把 乘积 展开 ”, 而 不 知道 这 件 事情 是 “ 写 出 展开 式 的 一 
项 ”;“ 求 10 800 不 同 的 正 因数 的 个 数 ” 中 的 “事情 ”是 “ 求 …… 的 
个 数 ”; ee 

数学 学 习 的 第 三 项 活动 方式 是 “说 ”， 对 数学 情景 进行 描述 ， 
用 自己 的 语言 对 数学 的 概念 、 定 理 、 法 则 、 定 义 等 作出 解释 ， 向 
老师 和 同学 准确 地 提出 问题 (使 问题 易于 被 别人 理解 ), 对 老师 和 
同学 谈论 自己 过 到 的 困难 , 与 老师 和 同学 开展 讨论 , 学 会 提问 、 答 
问 、 论述 ,证 明和 反 驶 , 作出 有 关 数 学 活动 的 口头 或 书面 报告 , 都 
涉及 到 “说 ”的 技能 ,在 学 生 的 学 习 活 动 中 经 常会 出 现 这 样 的 情况 : 
心里 明白 到 底 是 怎么 回 事 , 但 就 是 表达 不 出 来 ,其 中 的 原因 , 除了 
没有 完全 理解 相关 数学 知识 外 ， 不 能 很 好 地 把 相关 知识 巧妙 地 组 
织 起 来 肌 怕 也 是 主要 原因 之 一 。 

数学 技能 的 第 三 方面 是 与 计算 机 相关 的 技能 .这 种 技能 包括 
两 个 方面 ,一 是 计算 机 的 操作 技能 和 熟练 运用 软件 的 技能 ， 二 是 
简单 的 计算 机 编程 。 

数学 技能 的 第 四 方面 是 自我 评价 和 自我 监控 的 技能 .因为 作 
为 一 种 心智 技能 , 数学 技能 是 对 数学 活动 (就 学 生 数 学 学 习 来 说 ， 
主要 是 认 知 活动 ) 的 调节 方式 ， 它 是 在 数学 学 习 过 程 中 通过 学 生 














@ 刘 国 材 的 “关于 中 学 数学 教学 改革 的 一 些 党 试 ”收录 在 《中 国 著名 特级 教师 
教学 思想 录 .中 学 数学 卷 》 中 第 178 页 
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对 学 习 材料 的 不 断 理解 ， 产 生 主 客体 之 间 的 相互 作用 ， 并 使 数学 
学 习 活 动 经 验 得 到 内 化 而 形成 的 .这 种 活动 经 验 中 就 包含 了 对 学 
习 过 程 的 评价 和 调控 的 成 分 。 

(二 ) 数学 技能 的 作用 

1. 数学 技能 与 数学 知识 经 验 的 获得 

前 己 指 出 ,心智 技能 与 经 验 获得 之 间 的 关系 是 非常 密切 的 。 同 
样 的 ， 数 学 技能 与 数学 知识 经 验 的 获得 之 间 的 关系 也 是 非常 密切 
的 ， 对 于 这 一 点 ， 我 们 可 以 用 建构 主义 理论 加 以 论述 。 

建构 主义 认为 ， 任 何 知识 经 验 都 是 在 个 体 生活 及 活动 的 基础 
上 获得 的 ， 某 一 知识 经 验 对 个 体 来 说 是 有 意义 的 ， 这 意味 着 个 体 
与 这 一 知识 经 验 之 间 进 行 了 相互 作用 ， 并 县 相 应 的 知识 已 经 内 化 
到 个 体 的 认 知 结构 中 .数学 知识 不 能 像 一 本 书 一 样 从 一 个 人 的 手 
里 传递 到 另 一 个 人 的 手 里 ,而 必须 经 过 学 生 自 己 对 经 验 的 操作 、 交 
流 和 反省 来 主动 建构 在 建构 过 程 中 , 既 需 要 有 作为 活动 对 象 的 客 
观 知 识 经 验 的 作用 ， 又 需要 有 活动 主体 对 客观 知识 的 反作用 ， 而 
且 这 种 反作用 是 与 个 体 已 有 认 知 结构 的 性 质 密切 相关 的 。 

在 数学 知识 习 得 和 数学 活动 经 验 产 生 的 过 程 中 ， 已 有 数学 认 
知 结构 决定 着 主体 对 知识 经 验 的 反映 形式 、 反 映 水 平 ， 其 中 最 直 
接 的 是 反映 动作 ,这 是 一 种 心智 动作 .反映 动作 的 根本 职能 是 实现 
客观 的 数学 知识 影响 向 主观 的 经 验 结构 的 转化 ,这 个 转化 过 程 就 
是 能 动 的 反映 过 程 , 就 是 数学 活动 经 验 的 建构 过 程 .这 里 , 心智 动 
作 是 数学 活动 经 验 获 得 的 手段 ， 而 数学 活动 经 验 则 是 心智 动作 的 
产物 。 由 于 心智 动作 是 获得 数学 活动 经 验 的 基础 , 因此 , 按照 一 定 
法 则 要 求 构成 的 数学 技能 在 数学 知识 的 习 得 、 数 学 活动 经 验 的 获 
得 过 程 中 也 具有 十 分 重要 的 意义 数学 技能 是 获得 数学 知识 经 验 
的 必 不 可 少 条 件 。 

正如 张 学 达 在 《理解 知识 ， 训 练 技能 ， 发 展 能 力 ， 培 养 态 
度 》 一 文中 所 说 的 ,“ 初 中 数学 尤其 是 代数 中 的 技术 性 知识 占有 重 
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要 的 地 位 ， 比 如 有 理 数 运算 法 则 、 整 式 四 则 运算 法 则 、 解 方程 步 
聂 、 各 种 图 形 、 画图、 证 题 基 本 方法 等 ,这 些 知识 必须 转变 成 技能 ， 
否则 这 些 知 识 既 不 能 巩固 ， 也 不 能 应 用 ， 也 只 有 在 这 些 知识 转变 
成 技能 后 ， 其 他 的 知识 如 有 理 数 的 性 质 、 运 算 定律 ， 方 程 同 解 原 
理 和 图 形 性 质 等 才能 变 得 有 用 ;也 只 有 在 前 面 知 识 转变 成 技能 后 ， 
才能 比较 容易 理解 新 知识 , 比如 , 推导 一 元 二 次 方程 的 解 的 公式 ， 
就 要 有 整 式 运算 包括 因 式 分 解 、 分 式 和 根 式 运算 等 一 系列 基本 技 
能 , 其 中 任何 一 个 技能 不 过 关 , 就 会 使 推导 产生 困难 .数学 技能 的 
重要 性 , 越 是 在 基础 部 分 越 是 显著 .所 以 , 初中 数学 教学 一 定 要 重 
视 基本 技能 的 训练 ”。 

2. 数学 技能 与 数学 知识 的 应 用 

在 学 生 应 用 数学 知识 去 解决 面临 的 何 题 时 ， 他 首先 要 通过 阅 
读 题目 或 相应 的 材料 来 理解 题 意 , 即 明 确 条 件 和 需要 解决 的 问题 ， 
从 而 明确 了 目标 ,在 此 基础 上 ， 从 长 时 记忆 中 搜索 相关 的 知识 经 
验 ， 并 进行 选择 ， 再 提取 那些 被 认为 是 解决 当前 问题 的 最 有 效 的 
知识 ， 使 它们 进入 得 时 记忆 中 。 然 后 ， 在 短 时 记忆 《也 叫 工作 记 
忆 ) 中 进行 信息 加 工 ， 使 其 中 的 各 种 信息 产生 相互 作用 ， 直 至 问 
题 获 得 解决 。 其 中 , 既 有 问题 的 解决 过 程 , 又 有 对 解 题 过 程 的 调节 
和 控制 ,并且 ， 在 问题 获得 解决 以 后 ， 还 有 对 解 题 过 程 的 反思 .总 
之 ， 应 用 数学 知识 解决 问题 的 过 程 中 包含 了 一 系列 以 认 知 成 分 为 
主 的 操作 .因此 , 心智 动作 ， 像 如 何 判断 问题 的 性 质 、 如 何 选择 问 
题 的 表征 形式 、 如 何 搜索 和 提取 相关 知识 、 如 何 确定 问题 的 转化 
方式 、 如 何 执行 转化 以 及 如 何 对 解 题 过 程 进行 评价 等 ， 构 成 了 一 
种 合乎 法 则 的 心智 活动 方式 ， 即 心智 技能 ， 它 对 数学 知识 的 应 用 
起 着 直接 的 指导 和 调节 作用 ， 是 正确 应 用 数学 知识 、 顺 利 解决 问 
题 的 保证 .所 以 ， 数 学 技能 是 正确 应 用 数学 知识 的 必要 条 件 。 

3. 数学 技能 与 数学 能 力 

数学 技能 与 数学 能 力 之 间 的 关系 ， 有 各 种 各 样 的 观点 ， 有 的 
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甚至 是 对 立 的 ,有 人 认为 ,“ 数 学 能 力 是 形成 数学 技能 的 条 件 和 前 
提 ， 它 决定 着 数学 技能 形成 的 速度 、 深 刻 程 度 、 热 练 程度 等 ， 而 
数学 技能 又 反 过 来 促进 能 力 的 提高 和 发 展 ”?。 我 们 认为 ， 这 种 观 
点 是 值得 商 榨 的 , 它 把 数学 能 力 与 数学 技能 之 间 的 关系 搞 颐 倒 了 。 
我 们 赞成 能 力 的 类 化 经 验 说 .按照 能 力 的 类 化 经 验 说 ,能 力 是 类 化 
了 的 经 验 , 是 概 揪 化 、 系 统 化 了 的 知识 与 技能 。 知 识 与 技能 是 能 力 
结构 的 基本 构成 要 素 ， 是 活动 的 自我 调节 系统 中 不 可 缺少 的 构成 
部 分 .当然 ,我 们 必须 用 系统 论 的 观点 来 看 竺 知识 与 技能 的 概括 化 
和 系统 化 过 程 ， 即 这 个 过 程 不 是 把 知识 和 技能 进行 简单 相 加 ， 在 
概括 化 和 系统 化 的 过 程 中 ， 知 识 与 技能 都 要 实现 结构 重组 ， 其 功 
能 将 产生 质 的 飞 获 ,所 以 我 们 说 , 数学 能 力 是 在 获得 数学 知识 、 数 
学 技能 的 基础 上 ， 通 过 广泛 迁移 ， 不 断 概括 化 、 系 统 化 ， 即 类 化 
而 实现 的 。 数 学 技能 是 数学 能 力 形成 与 发 展 的 一 个 重要 因素 。 
在 此 ， 我 们 可 以 总 结 一 下 数学 知识 、 数 学 技能 与 数学 能 力 之 
闻 的 关系 .总 的 来 说 ,它们 是 个 体 数学 认 知 结构 的 三 个 有 机 组 成 部 
分 , 它们 之 间 具 有 内 在 联系 性 , 产生 相互 作用 。 但 是 它们 又 是 有 区 
别 的 。 数 学 知识 《数学 的 概念 、 定 理 、 公 式 、 法 则 、 定 义 等 ) 是 一 
种 语言 信息 ， 是 客观 事物 在 教 与 形 方面 的 特征 与 联系 在 人 脑 中 的 
反映 ,是 数学 认 知 活动 中 建立 起 来 的 一 种 认 知 经 验 .这 种 经 验 反 作 
用 于 数学 活动 ， 可 以 起 到 确定 数学 活动 的 目标 和 方向 、 辨 认 数 学 
活动 的 性 质 〈 如 将 进行 的 数学 活动 是 计算 还 是 证 明 ， 是 否 需要 进 
行 讨论 , 是 由 一 般 到 特殊 还 是 由 特殊 到 一 般 等 )、 选择 数学 活动 的 
程序 的 作用 .因为 活动 目标 的 确定 依赖 于 对 当前 的 数学 情景 的 辩 
认 和 分 析 ， 依 赖 于 对 各 种 变化 的 可 能 性 的 预测 和 判断 ， 所 有 这 些 
都 需要 以 有 关 的 数学 知识 为 依据 .而 辨认 数学 活动 的 性 质 确 定数 


@ 丁 尔 升 , 主编 .中 学 百科 全 书 * 数 学 卷 . 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 ， 上 海 ， 华 
东 师 范文 学 出 版 社 ， 长 春 : 东北 师范 大 学 出 版 社 ，1997，2. 393 
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学 活动 的 程序 则 依 态 于 的 数学 情景 中 材料 的 属性 的 认识 ， 依 赖 于 
对 数学 材料 的 相互 作用 方式 的 把 握 ， 这 同样 需要 以 有 关 知 识 为 依 
据 。 数 学 技能 则 是 一 种 数学 活动 方式 ,是 主体 对 数学 材料 作用 以 后 
产生 的 主体 动作 主要 是 心智 动作 〉 经 验 ， 它 对 数学 活动 起 着 直 
接 的 调节 与 指导 作用 ,是 数学 活动 正确 而 顺利 地 进行 的 保证 .数学 
技能 在 学 生 的 数学 活动 中 的 自我 调节 功能 ， 主 要 体现 在 活动 的 控 
制 执行 环节 。 由 知识 的 作用 而 确定 的 数学 活动 程序 ,是 在 活动 的 控 
制 执行 环节 中 得 以 实现 的 。 要 使 活动 朝 着 预定 方向 前 进 ,按照 预定 
程序 执行 ， 达 到 预定 目标 ， 必 须要 有 对 活动 的 调节 控制 ， 即 在 学 
生 头 脑 中 应 该 建立 起 前 后 动作 相继 发 生 的 动作 经 验 链 索 .而 数学 
技能 就 其 存在 形式 来 说 就 是 一 种 链 索 型 的 动作 经 验 . 另 外 ,对 数学 
材料 的 处 理 方式 和 变换 方式 的 有 效 性 需要 有 相当 的 动作 经 验 作 保 
证 ; 这 也 是 数学 技能 对 数学 活动 的 调节 控制 作用 的 体现 。 

关于 数学 能 力 , 目前 还 没有 统一 的 认识 ,我 们 认为 , 数学 能 力 
是 一 种 个 性 心理 特征 , 它 对 数学 活动 的 进程 和 方式 起 着 直接 的 、 稳 
定 的 调控 作用 .我 们 装 成 把 数学 能 力 看 成 是 在 数学 活动 中 获得 的 ， 
是 在 掌握 和 运用 数学 知识 、 数 学 技能 的 过 程 中 形成 的 ， 因 此 ， 数 
学 能 力 原则 上 属于 数学 活动 经 验 范 畴 。 当 然 ， 它 必须 是 系统 化 了 
的 、 概 括 化 了 的 那些 个 体 经 验 ， 是 一 种 网 络 型 的 经 验 结构 .2 

由 上 所 述 可 知 ， 数 学 的 知识 、 技 能 和 能 力 是 紧密 地 联系 在 一 
起 的 。 数 学 知识 和 技能 的 掌握 是 形成 数学 能 力 的 基础 ,能 力 又 反 作 
用 于 知识 和 技能 的 掌握 ， 制 约 善 知识 业 握 和 技能 形成 的 速度 、 深 
度 、 难 易 程度 和 巩固 程度 .因此 , 数学 知识 的 习 得 、 数 学 技能 的 获 
得 和 教学 能 力 的 形成 同时 存在 于 数学 学 习 活动 中 ， 相 互联 系 、 相 
互 制约 , 从 根本 上 来 说 必须 协调 发 展 。 由 于 能 力 是 概括 化 、 系 统 化 


外 ” 冯 患 良 . 结构 化 与 定向 化 教学 心理 学 原理 . 北京 北京 师范 大 学 出 版 社 , 1998， 
4.147 
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了 的 经 验 ， 因 此 ， 人 掌握 知识 和 技能 需要 有 一 定 的 能 力 ， 从 这 个 意 
义 上 说 , 我 们 应 当 更 加 重视 能 力 的 培养 ,但 是 , 能 力 不 是 在 掌握 知 
识 、 技 能 之 前 就 已 经 具备 的 ， 也 不 可 能 脱离 知识 、 技 能 的 掌握 而 
孤立 地 获得 ， 这 是 我 们 在 确定 能 力 的 重要 性 时 所 必须 明确 的 。 

(三 )》 数 学 技能 的 特征 

数学 活动 对 象 的 特殊 性 决定 了 数学 技能 的 特殊 性 .概括 起 来 
有 溢 下 兄 个 方面 : 

1. 由 数学 活动 对 象 的 高 度 抽 象 性 决定 的 特征 

众所周知 ， 数 学 是 人 类 的 一 种 创造 性 活动 ， 创 造 的 素材 是 那 
些 具有 普遍 意义 的 “模式 ”, 即 数学 的 概念 和 命题 、 问题 和 方法 等 。 
由 于 “模式 ”是 抽象 的 ， 因 此 数学 活动 就 是 一 种 抽象 之 上 再 抽象 
的 活动 ， 其 中 包括 了 模式 的 分 析 、 模 式 的 建构 、 模 式 的 应 用 、 模 
式 的 鉴赏 等 活动 .显然 ,主体 在 这 样 的 活动 过 程 中 所 获得 的 动作 经 
验 也 具有 高 度 的 抽象 性 , 它 有 很 高 的 “自由 度 ”, 因而 也 就 有 广泛 
的 适应 性 , 其 迁移 范围 也 更 加 广泛 ,另外 , 这 种 动作 经 验 不 仅 来 自 
于 掌握 具体 的 数学 概念 和 结论 的 过 程 中 ， 更 主要 的 是 来 自 于 对 数 
学 知识 之 间 的 相互 联系 性 的 分 析 ， 来 自 于 和 掌握 有 关 的 方法 、 问 题 
和 语言 的 过 程 中 。 

2. 由 数学 语言 所 决定 的 特征 

， 数 学 语言 是 数学 思维 的 载体 ,是 表达 科学 思想 的 通用 工具 。 数 
学 语言 是 一 种 高 度 抽象 的 人 工 符号 系统 ,数学 符号 的 引进 是 数学 
发 展 的 需要 ， 数 学 的 历史 已 经 表明 ， 数 学 符号 的 创造 和 运用 对 数 
学 的 进展 具有 重要 意义 ,大 量 地 运用 符号 正 是 数学 的 特点 之 一 ,也 
是 数学 的 优越 性 的 体现 数学 技能 的 水 平 在 很 大 程度 上 表现 在 对 
数学 运算 和 符号 操作 的 熟练 程度 上 ,。 另 一 方面 ,数学 技能 也 表现 在 
数学 语言 与 日 常 语言 (或 称 为 普通 语言 ) 的 互 译 上 .事实 上 ， 数 学 
语言 是 以 日 常 语言 为 解释 系统 的 ， 通 过 两 种 语言 的 互 译 ， 可 以 使 
抽象 的 数学 语言 在 现实 生活 中 找到 “原型 >， 从 而 促进 知识 的 理解 
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和 掌握 ， 实 不 表明， 学 生 能 用 自己 的 语言 解释 概念 的 本 质 属性 是 
学 生 深刻 理解 概念 的 一 个 非常 重要 的 标志 ， 而 将 日 常 语言 翻译 成 
数学 语言 则 是 一 项 常规 的 数学 活动 ， 是 数学 应 用 的 必要 步骤 。 

从 数学 符号 学 习 的 心理 过 程 来 看 ， 也 是 一 个 从 感性 认识 到 理 
性 认识 的 过 程 .学 生 不 仅 要 理解 符号 引进 的 必要 性 ,还 要 理解 符号 
的 内 涵 , 更 要 熟练 地 掌握 它 的 用 法 ,这 样 才能 达到 理性 认识 .经 过 
一 定 的 练习 ， 达 到 能 够 随心 所 和 欲 地 对 符号 进行 等 价 变换 ， 并 在 一 
个 更 加 抽象 的 符号 系统 中 把 它们 作为 具体 对 象 ， 这 是 符号 学 习 的 
最 高 水 平 。 

3, 由 数学 活动 结构 的 性 质 决定 的 特征 

数学 活动 是 按 一 定 的 动作 程序 进行 的 ， 而 这 种 动作 程序 是 由 
数学 活动 对 象 的 发 生 ,发 展 过 程 决定 的 数学 活动 对 象 是 抽象 的 数 
学 模式 ， 数 学 活动 是 抽象 之 上 的 再 抽象 ， 它 的 动作 主要 是 借助 于 
内 部 言语 进行 的 ， 由 于 内 部 言语 是 不 完全 的 、 片 断 的 ， 并 带 有 谓 
语 性 , 因此 数学 活动 动作 成 分 是 可 以 合并 、 省 略 和 简化 的 , 另 一 方 
面 ， 数 学 活动 有 阶段 性 或 层次 性 之 分 :9 〈1) 借助 于 观察 、 试 验 、 
归纳 、 类 比 、 概 括 积累 事实 材料 ;〈2) 由 积累 的 材料 中 抽象 出 原 
始 梳 念 和 公理 体系 并 在 这 些 概念 和 体系 的 基础 上 演绎 地 建立 理 
论 ; (3) 应 用 理论 .因此 , 数学 活动 可 以 看 成 是 按照 下 列 模式 进行 
的 思维 活动 ，(1) 经 验 材料 的 数学 组 织 化 ，(2〉 数 学 材料 第 一 
阶段 活动 的 结果 中 积累 的 ) 的 逻辑 组 织 化 ; 〈3) 数学 理论 (第 二 
阶段 活动 的 结果 中 建立 的 ) 的 应 用 .数学 活动 的 上 述 三 个 阶段 具有 
内 在 联系 性 ， 前 一 和 阶段 是 后 一 阶段 的 基础 ， 后 一 阶段 是 前 一 阶段 
的 发 展 。 数 学 活动 的 层次 性 也 是 个 体 数学 活动 经 验 水 平 发展 的 一 
种 标志 , 即 数 学 活动 的 各 个 阶段 都 有 其 相应 的 数学 活动 经 验 水 平 。 
因此 ， 与 数学 活动 的 层次 性 相对 应 ， 数 学 技能 也 表现 出 层次 性 。 


@ 【 苏 ] 斯 托 利 亚 尔 A A. 数 学 教育 学 . 北京 。 人 民 教 育 出 版 社 ，1984，7. 108 
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第 二 节 ”数学 技能 的 形成 


一 ”数学 技能 的 行为 据 标 


1. 准确 性 

前 已 指出 ， 数 学 活动 是 受 目标 指引 的 认 知 性 操作 系列 ， 其 中 
涉及 到 对 面临 的 数学 情景 的 性 质 的 判断 ， 表 征 形式 的 选择 ， 活 动 
策略 的 确定 ,以 及 活动 过 程 中 对 活动 的 调节 与 控制 等 心智 动作 ,这 
些 动作 的 准确 性 就 成 为 数学 技能 水 平 的 标志 之 一 。 

2. 速度 

数学 活动 中 动作 迅速 是 数学 技能 水 平 高 的 重要 标志 。 数 学 技 
能 水 平 高 的 学 生 在 数学 活动 中 能 够 针对 当前 的 具体 情况 作出 迅速 
的 判断 , 迅速 地 选择 和 提取 有 关 知 识 .在 数学 学 习 活动 中 , 数学 技 
能 在 速度 上 宇 要 表现 在 能 够 缩短 运算 环节 ， 人 简化 推理 过 程 , “ 直 
接 ” 获 得 结果 。 

3. 扫 调 性 

协调 性 是 指数 学 活动 中 所 涉及 的 各 种 心智 动作 能 够 相互 配 
合 ， 能 够 有 意识 地 控制 活动 中 的 各 种 反应 ， 动 作 娴熟 、 适 当 ， 能 
够 恰当 自如 地 运用 数学 符号 〈 包 括 图 形 ) 来 表达 思想 , 手 脑 并 用 ， 
读 、 写 、 看 、 算 融 为 一 体 ， 动 作 连贯 。 

生 髓 动 化 ， 

在 数学 活动 中 ， 经 过 适当 训练 后 ， 各 相关 的 心智 动作 紧密 地 
联系 在 一 起 ， 形 成 动作 链 索 ， 并 达到 自动 化 的 熟练 程度 ， 这 是 数 
学 技能 水 平 的 又 一 个 标志 .这 样 的 技能 可 以 在 头脑 中 表征 为 “技能 
组 块 ”在 运用 时 只 需 占 据 少量 的 工作 记忆 空间 , 这 就 为 其 他 的 知 
识 、 技 能 进入 工作 记忆 提供 了 空余 空间 ， 这 样 的 技能 就 能 够 在 数 
学 活动 中 有 效 地 与 其 他 知识 技能 发 生 联系 。 
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二 ”数学 技能 的 形成 


要 了 解数 学 技能 的 形成 ， 必 须 首 先 了 解数 学 活动 和 数学 学 习 
活动 的 实质 。 

《一 ) 数学 活动 成 分 分 析 

关于 数学 活动 的 实质 问题 , 郑 饺 信 在 他 的 《数学 方法 论 》( 广 
西 教育 出 版 社 , 1991 年 7 月 版 ) 中 从 方法 论 的 角度 进行 了 比较 详细 
的 论述 .总 的 来 说 , 数学 是 一 种 人 类 活动 , 数学 活动 包括 问题 、 语 
言 、 方 法 以 及 活动 的 最 终 产物 一 一 命题 或 理论 ， 另 外， 还 有 支配 
或 影响 数学 活动 的 数学 传统 .数学 活动 成 分 从 总 体 上 来 说 ,可 以 分 
成 为 数学 活动 的 客体 成 分 和 数学 活动 的 主体 成 分 。 

1. 数学 活动 的 客体 成 分 

(1) 问题 

问题 是 数学 活动 得 以 进行 的 载体 ,从 数学 的 发 展 历史 来 看 ， 
“问题 的 提出 与 解决 ” 是 它 的 基本 形式 , 这 其 中 有 既 包 括 对 问题 的 肯 
定性 解答 或 否定 性 解答 ， 又 包括 用 新 的 方法 来 解决 老 的 问题 . 另 
外 ， 数 学 问题 是 具有 时 代 特征 的 ， 即 每 一 个 时 代 都 有 它 特殊 的 数 
学 问题 ， 例 如 ，20 世 纪 的 数学 问题 就 与 希 尔 伯 特 在 1900 年 国际 数 
学 家 大 会 上 提出 的 23 个 问题 有 较 大 的 关系 .从 数学 家 个 人 的 数学 
研究 来 说 ,数学 问题 也 有 着 十 分 重要 的 地 位 ， 它 实际 上 是 数学 研 
究 的 出 发 点 ， 因 此 ， 对 于 数学 家 来 说 ， 确 定 一 个 符合 自己 实际 情 
况 的 研究 方向 ， 从 一 个 对 自己 具有 挑战 性 的 问题 开始 研究 就 是 非 
常 重要 的 。 

(2) 语言 

这 是 指 在 数学 研究 活动 中 大 家 所 一 致 接受 的 概念 和 符号 系 
统 。 数 学 有 特殊 的 语言 和 符号 ， 它 们 是 数学 的 重要 组 成 部 分 .对 于 
这 一 点 ， 郑 印信 有 如 下 说 明 : 第 一 ， 数 学 的 历史 在 一 定 意 义 上 是 
概念 的 发 展 与 演变 史 ， 概 念 是 从 纵横 两 个 方向 发 展 的 ， 如 初等 代 
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数 的 发 展 历史 就 与 数 概念 的 扩展 直接 相关 ,这 是 一 种 横向 发 展 . 像 
函数 概念 的 发 展 ， 从 早期 的 代数 函数 到 18 世 纪 的 解析 函数 再 到 19 
世纪 的 变量 函 孝 最 后 到 映射 , 则 是 纵向 发 展 数 学 中 的 概念 组 成 了 
一 个 概念 网 络 , 相互 之 间 有 内 在 的 联系 性 。 正 因为 如 此 , 在 概念 学 
习 上 ， 就 既 要 从 整体 上 把 握 概念 系统 ， 又 要 注意 建立 概念 的 “ 直 
观 ” 背景 ,使 抽象 概念 有 一 个 坚实 的 直观 基础 .第 二 , 与 自然 语言 
相 比 ， 数 学 符 导 有 简单 性 和 严密 性 的 特点 ; 数学 符号 还 有 可 操作 
性 .第 三 ， 数 学 符号 对 于 数学 发 展 来 说 是 极其 重要 的 ,“ 好 的 符号 
往往 伴随 着 易于 使 用 它们 的 算法 ”, 在 数学 发 展 史上 , 有 许多 例子 
可 以 说 明 缺 乏 能 代表 真正 实质 的 符号 而 阻碍 了 某 一 领域 的 数学 发 
展 . 另 外 ， 数 学 符号 对 于 数学 创造 也 是 非常 重要 的 ,“ 正 是 数学 的 
符号 语言 为 数学 思维 的 “自由 创造 "提供 了 必要 的 “物质 形式 ””， 
典型 的 是 者 数 单位 i 的 引进 ， 它 可 以 使 得 虚数 的 讨论 和 复数 运算 
顺利 进行 ， 而 不 必 事 先 考虑 它 的 现实 意义 问题 。 

正 因为 语言 是 数学 知识 的 重要 组 成 成 分 ， 在 数学 活动 中 就 要 
特别 注意 数学 语言 的 掌握 和 使 用 ,同时 也 说 明 , 在 数学 活动 中 有 如 
何 选择 适当 的 符号 而 使 数学 理论 的 表述 及 推理 更 加 方便 有 效 的 何 
题 。 

(3) 方法 

数学 有 自己 的 与 众 不 同 的 方法 .总 的 来 说 ,数学 是 演绎 地 展开 
的 , 而 各 个 数学 分 支 又 有 自己 特殊 的 方法 , 如 代数 中 的 符号 方法 ， 
微 积分 中 的 极限 方法 , 几何 中 的 综合 法 , 解析 几何 中 的 坐标 法 等 。 
数学 的 发 展 与 数学 方法 的 发 展 、 改 进 也 有 极 大 的 关系 ， 如 欧 几 里 
德 引 进 公理 法 而 建立 起 演绎 体系 ,从 而 使 几何 成 为 一 门 独立 的 、 演 
绎 的 科学 ; 现代 数学 则 是 与 公理 化 方法 的 现代 发 展 ， 即 由 实质 的 
公理 化 方法 到 形式 的 公理 化 方法 的 发 展 直接 相 联 系 的 ， 借 助 于 形 
式 的 公理 化 方法 , 现代 数学 达到 了 新 的 、 更 高 的 抽象 程度 。 数 学 方 
法 是 数学 活动 的 重要 组 成 成 分 ， 是 数学 的 规律 和 本 质 的 反映 ， 只 
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有 很 好 地 掌握 了 数学 方法 ， 才 能 有 效 地 进行 数学 活动 。 

(4) 定理 

数学 定理 是 指 在 某 个 理论 体系 中 ,根据 已 有 概念 和 真 命题 
(被 数学 共同 体 所 普遍 接受 的 结论 )， 按 照 逻 辑 规则 ， 运 用 迎 辑 方 
法 而 证 明 其 真实 性 的 命题 ,从 某 种 意义 上 说 ,数学 理论 的 研究 过 程 
就 是 数学 命题 的 证 明 《或 证 伪 ) 以 及 以 适当 的 方式 将 这 些 被 证 明 
的 命题 组 织 成 理论 体系 .从 数学 活动 角度 来 说 ,这 种 过 程 一 般 是 需 
要 多 次 反复 的 , 要 经 历 一 个 不 断 抽象 、 层 层 深入 的 过 程 . 对 于 数学 
定理 的 认同 是 建立 在 数学 共同 体 的 共同 信念 之 上 的 ， 需 要 通过 充 
分 的 交流 或 解释 ,才能 取得 共识 。 另 外 , 在 数学 中 , 存在 着 两 种 相 
互 对 立 的 数学 理论 并 存 的 事实 ， 这 是 其 他 自然 科学 中 所 很 少 出 现 
的 情况 。 

2. 数学 活动 的 主体 成 分 

数学 活动 的 主体 成 分 是 指 对 如 何 从 事 数 学 研究 的 总 的 观念 或 
思想 。 这 种 观念 具有 继承 性 和 发 展 性 ,而 且 这 种 继承 往往 是 不 自觉 
的 。 数 学 活动 的 主体 成 分 由 核心 思想 、 规 范 成 分 和 启发 性 成 分 组 
成 ， 

《1) 核心 思想 

这 是 指 关于 数学 本 质 的 认识 。 

《2》 规范 性 成 分 

这 是 指 在 数学 研究 活动 中 所 应 该 遵循 的 各 种 准则 ， 只 有 按照 
这 些 准 则 去 从 事 研 究 , 才能 得 到 数学 共同 体 的 承认 .如 , 怎样 的 语 
言 才 是 恰当 的 ?怎样 的 问题 才 是 有 意义 的 ?怎样 的 证 明 才 是 严格 
的 ? 

C3) 启发 性 成 分 

这 是 指 可 以 给 人 以 一 定 启示 或 帮助 的 意见 或 建议 .如 ,怎样 才 
能 提出 有 意义 的 问题 ?怎样 才能 有 效 地 解决 问题 ? 

数学 活动 的 主体 成 分 反映 在 数学 学 习 上 ， 则 是 要 求学 生 在 数 
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学 学 习 中 有 较 强 的 自我 意识 ,使 自己 的 学 习 处 于 一 种 自觉 的 状态 。 
在 学 习 中 对 于 以 下 问题 都 应 做 到 心中 有 数 ， 

当前 的 学 习 主 要 是 解决 什么 问题 ?这 些 问 题 是 怎样 产生 的 ?所 
学 的 知识 中 涉及 到 哪些 概念 ?这 些 概 念 之 间 是 以 什么 方式 相 联 系 
的 ?需要 哪些 方法 才能 获得 结论 ?这 些 方法 有 没有 普遍 意 义 ?所 学 
知识 中 是 否 包 含 特殊 的 符号 或 术语 ?……' 总 之 ,数学 活动 的 主体 成 
分 保证 了 学 生 的 数学 学 习 活 动 的 方向 性 、 自 觉 性 。 

(二 ) 数学 学 习 活 动 的 实质 

依据 上 述 分 析 ， 我 们 可 以 对 数学 研究 作出 一 个 总 体 描述 ， 数 
学 研究 一 般 是 以 一 定 的 问题 为 出 发 点 ， 通 过 构造 、 寻 找 、 选 择 一 
定 的 方法 ， 使 问题 获得 解决 ， 最 后 再 以 一 定 的 语言 将 整个 问题 的 
解决 过 程 〈 包 括 问题 本 身 及 最 终 的 结果 ) 表述 出 来 在 此 基础 上 ， 
再 将 所 获得 的 相关 概念 或 结论 系统 化 ， 组 成 一 定 的 理论 体系 ,其 
中 ，“ 模 式 建构 ”是 数学 研究 的 核心 活动 .这 里 所 说 的 “模式 建 
构 ” 是 通过 理想 化 (对 数学 对 象 现实 原型 的 必要 简化 和 完善 )、 模 
式 化 《对 从 现实 原型 中 抽象 出 的 数学 对 象 进行 重新 构造 ， 以 使 它 
脱离 与 现实 原型 的 联系 而 获得 独立 意义 ， 从 而 使 数学 概念 能 够 反 
映 一 类 事物 在 量 的 方面 的 共同 特征 )、 精 确 化 (使 数学 概念 获得 严 
格 的 定义 )“ 自 由 化 ”( 不 仅 通过 直接 的 抽象 来 构造 出 具有 明显 直 
观 意义 的 数学 模式 ， 而 且 通 过 思维 的 “自由 想象 ”构造 出 各 种 可 
能 的 数学 模式 )、“ 形 式 化 ”依据 相应 的 定义 进行 推理 , 而 不 是 求 
助 于 直观 而 获得 模式 的 数学 活动 .这样 ， 我 们 不 仅 可 以 把 数学 
的 概念 、 公 式 、 定 理 等 看 成 模式 ， 而且 也 可 以 把 数学 问题 和 数学 
方法 看 成 为 模式 .这 里 ,可 以 看 成 模式 的 问题 是 指 能 够 反映 一 类 事 
物 共 同 特性 的 那些 问题 ， 可 以 看 成 模式 的 方法 是 指 具 有 普遍 意义 
的 那些 方法 。 


名 郑 毓 东 .数学 方法 论 . 南宁 ， 广 西 教育 出 版 杜 ，1991，?7. 123 
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从 上 述 模式 建构 观 出 发 ， 我 们 可 以 得 出 如 下 的 结论 : 学 生 数 
学 学 习 活动 的 实质 是 一 个 模式 建构 过 程 ， 模 式 的 建构 是 通过 如 下 
三 个 阶段 完成 的 (1) 模式 定向 ， 即 了 解 模式 的 构成 要 素 〈 与 数 
学 活动 的 客体 成 分 相对 应 ) 及 操作 方式 《与 数学 活动 的 主体 成 分 
相对 应 )，(2) 模式 操作 ， 即 再 现 性 地 应 用 模式 ， 建 立 对 模式 的 实 
践 性 认识 (3〉 模 式 内 化 ， 即 对 模式 的 认识 已 由 感性 认识 上 升 到 
理性 认识 ， 并 使 模式 融合 到 相应 的 系统 中 去 。 在 模式 建构 过 程 中 ， 
学 生 形成 了 相应 的 心智 技能 ， 培 养 了 分 析 模式 、 建 构 模 式 、 应 用 
模式 和 鉴赏 模式 的 能 力 。 

心理 学 关于 心智 动作 的 研究 认为 ， 心 智 动作 虽然 与 实践 动作 
不 同 , 但 它 是 实践 动作 内 化 的 结果 。“ 内 化 ” 就 是 外 部 动作 向 内 部 
转化 , 即 内 部 动作 映像 形成 的 过 程 , 这 种 转化 具有 阶段 性 ,在 不 同 
的 阶段 上 ， 动 作 的 执行 方式 不 断 得 到 改进 ， 并 引起 动作 本 身 映像 
的 质变 ， 这 表明 实践 动作 的 内 化 过 程 是 一 种 能 动 的 反映 过 程 。 亚 
然 ， 心 理学 关于 心智 动作 按 阶 段 形成 的 理论 与 数学 学 习 的 模式 建 
构 分 阶段 完成 的 假设 是 一 致 的 ,由 于 心智 技能 由 一 系列 心智 动作 
构成 ， 因 此 ， 心 智 动作 的 形成 与 心智 技能 的 形成 是 一 致 的 ， 心 智 
动作 的 形成 阶段 也 就 可 以 用 来 说 明 心 智 技能 形成 的 阶段 .以 下 我 
们 将 以 模式 建构 阶段 来 具体 说 明 数 学 技能 的 形成 。 

1. 模式 定向 

前 已 指出 ,模式 定向 就 是 了 解 模式 的 构成 要 素 和 操作 方式 ,这 
是 一 个 与 掌握 数学 知识 同步 的 过 程 ， 是 数学 技能 形成 所 必须 的 一 
个 阶段 ,由 于 数学 技能 是 符合 数学 活动 规则 的 活动 方式 ,因此 要 使 
学 生 掌握 数学 技能 ， 必 须 首 先 使 他 们 在 头脑 中 建立 起 如 何 进行 数 
学 活动 的 有 关 知 识 ， 这 样 才能 调节 自己 的 活动 ， 作 出 合乎 要 求 的 
动作 .另外 , 要 使 数学 活动 有 效 地 进行 , 还 需要 有 对 动作 所 内 涵 的 
操作 程序 的 具体 把 握 , 而 这 些 知 识 和 操作 程序 是 相应 模式 的 基本 
成 分 ， 因 此 我 们 把 这 一 阶段 称 为 模式 定向 ， 它 的 主要 任务 是 初步 
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建立 起 数学 活动 的 自我 调节 机 制 ， 为 进行 实际 操作 提供 内 部 控制 
条 件 。 所 以 ,学 生 在 模式 定向 阶段 首先 要 确定 所 学 数学 技能 的 实践 
模式 (操作 活动 程序 ), 其 次 要 使 这 种 模式 的 动作 结构 在 头脑 中 得 
到 清晰 的 反映 .为 此 ， 教 师 在 教学 中 应 当 引导 学 生 充 分 开展 自主 
的 、 独 立 的 活动 ， 以 建立 对 构成 活动 的 各 个 动作 以 及 动作 之 间 的 
执行 顺序 、 动 作 的 执行 方式 等 的 亲身 体验 ， 体 会 对 动作 、 动 作 顺 
序 与 动作 执行 方式 等 作出 各 种 规定 的 必要 性 ， 并 引导 学 生 自己 概 
插 出 各 步 动 作 及 其 执行 顺序 ,从 而 建立 起 对 活动 的 完整 映像 。 必 须 
记 住 , 学 生 通 过 活动 而 建立 起 的 对 情景 处 理 的 方式 是 知识 学 习 、 技 
能 形成 的 最 根本 基础 ， 活动 是 认识 过 程 的 根本 因素 当然 , 由 于 学 
生 认 知 发 展 水 平 的 限制 ， 需 要 有 教师 的 指导 ， 在 数学 技能 的 形成 
过 程 中 则 需要 教师 进行 动作 示范 , 而 且 示范 要 正确 , 讲解 要 确切 ， 
动作 指令 要 明确 ， 以 使 学 生 在 头脑 中 建立 起 完整 的 关于 数学 活动 
模式 结构 的 图 式 。 

2. 模式 操作 

在 了 解 了 模式 的 基本 成 分 和 操作 方式 以 后 ， 学 生 通 过 再 现 的 
方式 将 教学 技能 的 实践 模式 即 操作 活动 程序 计划 付 诸 执行 。 在 这 
一 阶段 ， 学 生 对 模式 的 具体 实例 进行 操作 ， 依 据 前 一 阶段 建立 起 
的 定向 映像 作出 相应 的 动作 ， 以 熟悉 动作 的 各 个 步骤 ， 使 动作 在 
头脑 中 得 到 反映 ， 从 而 在 感性 上 获得 完备 的 动 觉 映 像 。 心 理学 认 
为 ， 这 种 动 觉 喘 像 是 数学 技能 开始 形成 及 内 化 的 基础 ， 所 以 ， 模 
式 操作 在 数学 技能 的 形成 中 是 十 分 重要 的 。 

为 了 使 数学 技能 在 操作 水 平 上 顺利 形成 ， 教 师 应 该 注意 到 ， 

第 一 ， 要 使 学 生 明 确 ， 在 进行 实际 操作 之 前 ， 首 先 应 该 确定 
活动 的 目标 , 这 是 顺利 完成 操作 动作 的 前 提 . 例 如, 求 任意 角 的 三 
角 函 数值 的 运算 模式 操作 ， 首 先 要 让 学 生 明 确 ， 目 标 是 将 任意 角 
的 三 角 函 数 转化 为 锐角 三 角 函 数 。 

第 二 ， 开 始 时 ， 要 使 学 生养 成 依据 模式 所 规定 的 动作 顺序 进 
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行 系列 操作 ， 依 次 完成 每 一 个 步骤 的 习惯 ,还 要 养 成 在 每 个 动作 
完成 以 后 进行 及 时 检查 的 习惯 ， 以 保证 动作 的 方式 能 够 符合 模式 
的 要 求 ,使 操作 对 象 产生 应 有 的 变化 .只 有 这 样 才能 使 学 生 确 切 地 
了 解 活动 的 结构 ， 在 头脑 中 形成 完备 的 动作 上 映像， 获得 正确 的 动 
觉 经 验 , 使 获得 方式 具有 稳定 性 , 为 动作 定型 莫 定 基础 例如， 求 
任意 角 的 三 角 函 数值 的 动作 顺序 是 : (1) 化 负 角 的 三 角 函 数 为 正 
角 的 三 角 函 数 ; (2) 化 大 于 360* 角 的 三 角 函 数 为 小 于 360* 角 的 三 角 
函数 ; (3) 化 小 于 360* 角 但 不 是 锐角 的 三 角 函 数 为 锐角 三 角 函 数 ， 
(4) 查 表 求 值 ;〈5) 检验 。 

第 三 ， 要 使 学 生 明 确 每 一 个 操作 步骤 的 根据 ， 这 是 知识 掌握 
与 枝 能 形成 同步 的 要 求 . 例 如 ， 上 例 中 ， 各 个 步骤 的 依据 分 别 是 : 
(1) 根据 三 角 函 数 的 奇偶 性 ; (2) 根据 终 边 相同 的 角 ， 其 三 角 函 
数值 相同 ，(3 根据 诱导 公式 ; (4) 三 角 函 数 表 的 结构 。 : 

第 四 ,要 注意 变 式 的 作用 .使 学 生 在 变化 的 数学 情景 下 进行 模 
式 操 作 训练 ， 使 活动 方式 能 够 在 直觉 水 平 上 得 到 概括 ， 从 而 形成 
关于 活动 的 表象 ， 有 利于 学 生 对 数学 技能 的 掌握 ， 并 为 内 化 创造 
条 件 。 

第 五 ， 应 要 求学 生 用 自己 的 语言 叙述 模式 操作 的 目标 、 步 又 
及 其 依据 ,数学 技能 作为 一 种 活动 方式 ,主要 是 借助 于 内 部 语言 默 
歌 地 进行 的 ， 而 内 部 语言 是 由 外 部 语言 转化 而 来 的 。 心 理学 认为 ， 
在 模式 定向 和 模式 操作 阶段 ， 外 部 言语 作为 心智 活动 的 标志 及 执 
行 工具 ,在 模式 内 化 过 程 中 具有 十 分 重要 的 意义 。 在 边 做 边 说 的 场 
合 下 , 活动 易于 向 言语 执行 水 平 转化 。 所 以 , 用 自己 的 语言 对 数学 
活动 的 全 过 程 进 行 描述 ， 是 数学 技能 训练 中 的 一 个 重要 措施 。 另 
外 ， 用 自己 的 语言 描述 数学 活动 的 过 程 ， 对 于 促进 学 生 对 活动 的 
理解 也 共有 重要 作用 ， 而 且 也 是 检验 理解 和 技能 掌握 水 平 的 一 种 
手段 。 

六 , 应 注意 掌握 活动 的 节奏 , 并 适时 向 下 一 阶段 转化 .模型 
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操作 (练习) 对 于 数学 技能 的 形成 是 必须 的 ， 但 是 并 不 能 说 练习 
得 越 多 效果 越 好 ， 这 里 有 一 个 “练习 度 ” 的 问题 .所 谓 练习 ， 就 是 
学 生 对 学 习 任务 的 重复 接触 或 重复 反应 这 里 的 重复 是 学 生 对 已 
经 了 解 的 数学 知识 ,数学 活动 经 验 应 用 到 具体 情景 中 的 一 种 重 现 ， 
而 不 仅仅 是 机 械 重 复 。 

有 研究 认为 ,数学 理论 的 内 化 可 分 为 两 个 阶段 : 第 一 阶段 ,学 
生 首 先 意识 到 数学 知识 内 容 (what)， 然 后 开始 考虑 其 逻辑 依据 
(why)， 再 寻求 这 一 内 容 的 思维 过 程 《how)， 这 意味 着 新 知识 要 
转化 为 个 人 参照 系 , 使 其 与 本 人 已 有 的 数学 认 知 结构 趋 于 和 谐 ;第 
二 跟 段 , 数学 知识 的 应 用 和 保持 , 即 在 变化 背景 中 应 用 数学 知识 ， 
获得 反馈 信息 、 对 已 有 的 理解 进行 矫正 .在 理解 了 抽象 意义 之 后 ， 
把 它 “转移 ” 到 自己 熟悉 的 、 联 系 紧密 的 、 浅显 具体 的 事物 中 去 ， 
即 由 抽象 到 具体 ,我 们 认为 ,数学 知识 的 内 化 过 程 与 上 面 所 说 的 数 
学 技能 的 形成 阶段 是 相互 协调 的 ,其 协调 的 媒介 就 是 练习 。 因 为 在 
数学 知识 的 内 化 过 程 中 ,第 一 阶段 的 why-how 两 个 过 程 都 是 对 数 
学 知识 的 反复 接触 和 重复 反应 ， 是 一 种 练习 : 第 二 阶段 的 实质 也 
是 理解 性 的 练习 ,而 通过 这 些 练习 就 可 以 形成 相应 的 数学 技能 , 积 
累 一 定 的 数学 活动 经 验 。 

显然 ,练习 中 应 该 重 在 理解 ， 重 在 变 式 训练 ， 而 不 能 只 追求 
练习 的 数量 。 只 要 连续 多 次 能 够 正确 而 顺利 地 完成 有 关 动 作 程 序 ， 
就 应 该 转向 下 一 个 阶段 ， 否 则 ，、 盲 目 重复 地 进行 训练 ， 其 效果 只 
能 是 “ 报 醒 递 减 ” 而 且 会 使 学 生 对 练习 产生 错误 理解 , 形成 不 正 
确 的 练习 态度 。 

3. 模式 内 化 

模式 内 化 就 是 数学 活动 的 实践 模式 〈 操 作 程 序 ) 向 头脑 内 部 
转化 , 就 是 动作 要 离开 具体 背景 (模式 的 事例 ) 而 转向 头脑 内 部 ， 
借助 于 抽象 的 语言 来 作用 于 自己 头脑 中 的 数学 知识 ， 从 而 对 自己 
所 理解 的 数学 知识 及 相应 的 活动 方式 进行 概括 ,并 进一步 类 化 ,使 
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其 具有 更 加 普遍 的 意义 ,模式 的 内 化 水 平 从 两 方面 得 到 反映 ,一 是 
头脑 中 形成 的 模式 的 抽象 程度 ; 一 是 活动 方式 的 定型 化 、 简 缩 化 、 
自动 化 程度 。 

数学 模式 具有 展 次 性 ,通过 运 级 抽象 而 达到 更 的 概括 性 ,从 
而 使 模式 具有 更 加 广泛 的 适用 性 意义 上 的 普遍 性 ) 数学 模式 的 
内 化 是 以 模式 操作 为 基础 和 条 件 的 。 例 如 ， 波 利 亚 在 《数学 的 发 
现 》 中 , 曾经 给 出 过 四 个 解 题 模 式 : 双轨 迹 模式 、 迪 卡尔 模式 、 递 
妇 模 式 和 从 加 模式 ， 这 些 模式 的 最 终 掌 握 (内 化 )， 需 要 经 过 对 具 
体 事例 的 概括 ， 获 得 具有 一 般 意 义 的 操作 步骤 ， 然 后 再 进一步 类 
化 .这 个 过 程 实际 上 是 模式 的 逐步 抽象 化 的 过 程 波 利 亚 通过 对 一 
些 具体 例子 的 详细 而 半 密 的 描述 ， 不 仅 指出 其 具体 解法 ， 而 且 还 
分 析 了 解答 中 所 内 涵 的 实质 性 步骤 ， 以 及 为 什么 要 采取 这 些 步 又 
的 理由 和 相应 于 每 一 个 步 又 的 根据 ， 从 而 逐步 地 概括 出 一 般 的 模 
式 。 

Q) 双轨 迹 模式 

波 利 亚 通过 对 具 栖 问题 “已 知 三 角形 的 三 边 长 ， 求 作 一 个 三 
角形 ”解答 的 分 析 , 在 “考虑 能 否 从 中 发 现 一 些 我 们 所 希望 的 、 具 
有 特征 性 的 东西 ， 以 便 在 其 他 场合 用 于 解 类 似 的 问题 ”的 思想 指 
导 下 , 获得 了 一 个 解 题 模式 一 一 “双轨 迹 模式 ”, 然后 他 将 这 一 模 
式 在 几何 作 图 范围 内 进行 推广 ， 得 到 了 “在 若干 场合 下 可 以 成 功 
地 解决 几何 作 图 问题 ”的 方法 (模式 ); 

首先 ， 把 问题 归结 为 要 确定 一 个 点 。 

然后 ， 把 条 件 分 成 两 个 部 分 ， 使 得 对 每 一 部 分 ， 未 知 点 都 形 
成 一 个 轨迹 ;而 每 一 个 轨迹 必须 是 一 条 直线 或 一 个 圆 。 

进一步 地 ， 波 利 亚 把 这 一 模式 在 立体 几何 直至 代数 范围 内 进 
行 了 再 推广 ， 从 而 获得 了 这 一 模式 的 更 加 一 般 的 形式 ， 

“问题 的 已 知 量 是 z, 问 题 的 条 件 分 成 :个 分 款 , 我 们 用 有 ?个 
符号 方程 的 方程 组 来 表示 : 
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r(x)=0,ra(z)= 0 ,71(7)=0。 

满足 第 一 个 条 件 分 款 〈 由 第 一 个 符号 方程 表示 ) 的 对 象 组 成 
一 个 确定 的 集合 ,我 们 称 为 第 一 条 和 轨迹。 满足 第 二 个 分 款 的 对 象 组 
成 第 二 条 轨迹 ，…… 满足 最 后 一 个 分 款 的 对 象 组 成 第 ! 条 轨迹 。 所 
提问 题 的 解 一 -对象 x 必须 满足 全 部 条 件 , 即 所 有 ;7 个 条 件 分 款 ， 
因此 它 必须 同时 属于 所 有 这 /条 轨迹 , 另 一 方面 , 任何 一 个 对 象 x 
如 果 同 时 属于 i 条 轨迹 , 即 同 时 满足 /个 条 件 分 款 , 它 就 是 所 提问 
题 的 一 个 解 。 简 言 之 , 这 条 轨迹 的 交点 组 成 了 解 的 集合 , 即 满足 
所 提问 题 条 件 的 全 部 点 的 集合 。” 

《2) 笛 卡 尔 模式 

篇 卡尔 想 构 造 一 个 能 够 解决 一 切 问题 的 “万 能 方法 ”: 

第 一 ， 把 任何 问题 转化 为 数学 问题 ; 

第 二 ， 把 任何 数学 问题 转化 为 代数 问题 

第 三 ， 把 任何 代数 问题 归结 为 解 方程 问题 。 

波 利 亚 认 为 ， 尽 管 和 卡尔 的 想法 无 法 实现 ， 但 是 他 却 给 出 了 
一 个 十 分 有 用 的 思维 模式 。 波 利 亚 通 过 分 析 “ 一 个 农夫 有 若干 鸡 和 
兔子 ， 它 们 共有 50 个 头 和 140 只 脚 ， 问 鸡 和 兔 各 有 多 少 ?” 的 代数 
解答 ， 论 述 了 “代数 方法 ”的 优越 性 ， 并 概括 出 了 所 谓 的 “ 笛 卡 
尔 模式 ”; 

首先 ， 在 认真 理解 题 意 的 基础 上 ， 把 它 归 结 为 确定 若干 个 未 
知 量 的 问题 ， 

其 次 , 用 最 自然 的 方式 通盘 考虑 一 下 问题 , 设想 它 已 经 得 解 ， 
把 已 知 量 和 未 知 量 之 间 应 满足 的 一 切 关系 式 都 列 出 来 ; 

再 次 ， 用 两 种 不 同 药方 式 表示 同一 个 量 ， 得 出 一 个 联系 未 知 
量 的 方程 式 。 如 此 做 下 去 ,使 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相等 而 得 一 组 
方程 组 。 

显然 ， 这 一 模式 是 通过 “ 列 方程 、 解 方程 ”来 解决 问题 ， 列 
方程 的 关键 是 “用 两 种 不 同 的 方式 去 表示 同一 个 最 ”。 
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波 利 亚 对 笛 卡 尔 模式 也 作 了 一 般 情形 的 推广 : “在 条 件 的 分 教 
没有 被 翻译 成 一 个 方程 , 或 甚至 xi， zx,，…，, x, 不 是 未 知 的 数 , 而 
是 任何 类 型 的 未 知 的 事物 的 情况 下 , 我 们 认为 符号 方程 r(x， zz， 
…，x) 一 0 也 表示 了 由 问题 的 条 件 所 决定 的 、 包 含 了 指定 未 知 量 
(为 方便 计 ， 我 们 把 一 般 的 未 知事 物 统称 为 未 知 量 z，<zz，…， 
Tn) 的 一 个 关系 。” 

(3) 递归 模式 

通过 对 和 5;=1: 十 2 十 3: 十 … 十 wt 的 求解 过 程 的 分 析 ， 波 利 
亚 给 出 了 “递归 模式 ”他 认为 ， 问 题 要 计算 的 量 可 以 看 成 是 无 穷 
序列 So Si ，Ss，…，Se，… 中 的 一 个 显然 ,So 一 1 十 1 十 1 十 … 十 
1 二 n。 又 序列 中 的 前 项 有 关系 式 : (Ca 十 1 一 1 一 ClSe 十 Ci 
Sai 十 Ch4 4S-z 十 … 十 Ch4451 十 C 针 15。, 因 此 ,如 果 我 们 知道 5S。,5;， 
5S:，*…，Ss_1， 由 关系 式 就 可 以 得 出 5S, 又 由 于 我 们 已 经 有 S。, 因 
此 ， 我 们 就 可 以 根据 关系 式 “ 一 个 接 一 个 依次 地 、 递 推 地 ”将 所 
有 项 都 求 出 来 。 

对 上 述 过 程 进行 概括 ， 就 可 以 得 到 “递归 模式 ”， 

“对 于 一 个 依次 排列 起 来 的 序列 (如 上 面 的 5S。，S1，Ss，…， 
Si，*…) ,我们 可 以 去 算 它 当 中 的 任何 一 项 的 值 , 每 次 算 一 个 .为 此 
需要 两 个 先决 条 件 ， 

首先 ， 应 当知 道 序列 的 第 一 项 。 

其 次 ， 应 该 有 每 个 关系 式 将 序列 中 的 一 般 项 与 它 前 面 的 那些 
项 联系 起 来 。 

这 样 我 们 就 可 以 借助 于 前 面 的 项 ， 一 个 接 一 个 依次 地 、 递 推 
地 把 所 有 的 项 都 找 出 来 ,这 就 是 重要 的 递归 模式 。” 

(4) 选 加 模式 

通过 对 具体 问题 “圆周 角 的 度数 等 于 它 所 对 弧 的 度数 的 一 
半 ” 的 证 明 的 讨论 ， 概 括 出 了 “ 迭 加 模式 ”， 即 从 一 个 特例 出 发 ， 
利用 特殊 情形 的 送 加 而 得 出 一 般 问题 的 解 ,这 一 模式 通常 有 两 个 
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步 双 ， 

第 一 ， 先 处 理 一 个 特殊 情形 .这 个 特殊 情形 应 当 是 既 容 易 解 
决 ， 又 有 利于 推广 而 得 一 般 情 形 的 解答 。 

第 二 , 用 某 种 指定 的 代数 运算 〈 即 所 谓 的 “ 迭 加 ”) 把 特殊 情 
形 组 合 起 来 ， 从 而 获得 一 般 情形 的 解答 。 

从 上 所 述 ， 我 们 可 以 看 出 ， 模 式 是 通过 逐 级 抽象 形成 的 ， 与 
此 相对 应 ,模式 的 内 化 也 是 经 过 逐 级 抽象 而 实现 的 .在 内 化 的 过 程 
中 ， 先 要 通过 对 模式 的 具体 事例 的 操作 ， 以 获得 对 模式 的 一 种 感 
性 理解 ， 然 后 再 逐渐 概括 出 相应 的 操作 程序 ， 获 得 对 模式 的 理性 
认识 .显然 , 随 着 概括 性 操作 活动 的 深入 , 学 生 头 脑 中 的 模式 的 抽 
象 程度 不 断 提 高 ， 模 式 的 适用 范围 也 在 不 断 扩展 ， 这 也 是 一 个 模 
式 内 化 不 断 深入 的 过 程 。 

值得 指出 的 是 ， 学 生 头脑 中 形成 的 模式 的 抽象 程度 与 学 生 对 
相应 模式 的 本 质 的 把 握 程 度 直接 相关 。 例 如 ， 对 于 公式 cos 26 一 
cos'9 一 sin?9， 从 模式 的 抽象 性 角度 来 说 ， 主 要 表现 在 对 变量 8 的 
把 握 上 ,真正 把 握 它 的 本 质 表现 在 学 生 头 脑 中 2 的 “自由 ”程度 上 ， 
它 是 否 可 以 在 智力 活动 中 根据 具体 情况 、 随 主体 的 意愿 而 作出 选 
择 。 而 从 公式 的 表达 形式 来 说 ， 也 可 以 是 充分 “自由 的 ”， 主 体 可 
以 根据 需要 将 公式 变形 。 例 如 可 以 把 公式 变形 为 ， 


9 .zf 0 
一 cosg?| 二 | 一 sinz 
cos 9—cosr[ | sin?| 颖 ]， 


cos 30=cos’ {学 | 一 sin | 允 ， 


一 般 的 有 cos (z) 一 cos :2 一 sin2 
cos 29 一 2cos20 一 1， 
cos 28 一 1 一 2sin20， 
一 般 的 有 cos 27(z)? 一 2cos:j(z) 一 1， 
cos 2f (7T)=—1— 2sin’f (rx); 
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a 





cos’0= lt 2 ， 


sin2g 一 i %, 


一 般 的 有 cos? fl) = ts 2 ， 


sin?f(z) = 于 552， 


以 上 xz) 可 以 是 任意 一 个 数 、 式 、 函 数 等 ， 立体 可 以 充分 自 
由 地 使 用 。 

另 一 方面 ， 活 动 方式 的 定型 化 、 简 缩 化 和 自动 化 也 与 对 模式 
本 质 的 实质 性 把 握 相关 .不 过 ,这 里 仍然 有 一 个 通过 练习 而 熟悉 操 
作 程 序 的 问题 ,在 模式 内 化 的 开始 阶段 , 数学 活动 应 该 严格 地 “ 按 
部 就 班 ”， 每 一 个 步 又 都 不 能 省 赂 ， 而 且 进入 某 一 个 操作 步 双 时 ， 
应 该 让 学 生 在 心中 想 “根据 是 什么 ?” 此 后 , 依据 活动 的 掌握 程度 ， 
再 进行 缩 简 , 其 中 包括 省 略 某 些 动作 成 分 或 合并 某 些 相关 的 动作 。 
价 如 ， 在 解 一 元 一 次 方程 时 ， 开 始 应 当 严 格 按照 “去 分 母 、 去 括 
号 、 移 项 、 合 并 同类 项 、…… ”进行 ， 并 最 好 配合 以 一 定 的 外 部 
言语 活动 ( 自 言 自 语 ), 训练 到 一 定 的 时 候 , 再 进行 缩 简 , 根据 具 
体 问 题 而 合并 某 些 动作 〈 例 如 去 括号 和 合并 同类 项 可 以 同时 进 
行 )。 在 这 一 阶段 上 ， 也 要 注意 使 用 变 式 ， 使 学 生 有 机 会 面 对 不 同 
情景 下 的 动作 对 象 ， 能 够 经 历 活动 方式 的 概括 过 程 ， 以 保证 建立 
的 模式 能 够 广 评 地 适用 于 同类 课题 .另外 ,应 当 把 握 好 从 动作 定型 
到 缩 简 再 到 自动 化 的 转化 时 机 ， 不 能 过 旱 ， 也 不 能 过 述 。 

总 的 来 说 ， 数 学 学 习 中 的 模式 建构 活动 一 般 都 应 当 经 历 上 述 
三 个 阶段 .特别 是 在 中 小 学 数学 学 习 中 ,三 个 阶段 不 能 偏 度 . 不 过 ， 
数学 技能 一 旦 形成 ， 就 会 有 很 好 的 迁移 性 ， 因 此 我 们 又 应 当 充 分 
利用 已 形成 的 技能 来 为 新 的 学 习 服务 。 
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第 五 章 ”数学 课堂 教学 改革 问题 


成 功 的 数学 课堂 教学 建立 在 科学 的 教学 观 上 ， 建 立 在 对 学 生 
数学 学 习 心 理 的 全 面 把 握 上 。 上 面 几 章 我 们 主要 以 各 类 数学 材料 
《概念 、 原 理 、 技 能 等 ) 为 背景 ,对 学 生 的 数学 学 习 心 理 作 了 一 些 
分 析 ,我 们 知道 , 学 习 知 识 的 目的 是 为 了 应 用 它 去 解决 问题 , 或 者 
说 , 解决 问题 的 过 程 是 知识 、 技 能 的 综合 应 用 过 程 .因此 , 除了 明 
确 数 学 概念 、 知 识 和 技能 的 不 同 习 得 过 程 与 条 件 外 ， 还 应 该 明确 
它们 是 如 何 被 综合 应 用 于 解决 问题 的 情景 中 的 。 

另 一 方面 ， 从 数学 活动 角度 看 ， 数 学 知识 的 学 习 与 应 用 应 该 
看 成 是 数学 活动 过 程 的 两 个 方面 ， 它 们 统一 于 活动 过 程 中 .因此 ， 
我 们 将 以 数学 课堂 教学 活动 为 背景 来 阐述 我 们 的 观点 。 


第 一 节 ”建立 在 主体 活动 理论 上 的 课堂 教学 观 


一 “对 教学 过 程 中 主体 的 再 认识 


“学 生 是 主体 ,教师 是 主导 ”, 这 是 众所周知 的 命题 ,我们 认为 ， 
对 这 一 命题 应 该 进行 重新 认识 。 
事实 上 , 主体 是 相对 于 客体 而 言 的 , 主 、 客体 之 间 的 关系 是 在 
实践 活动 中 体现 出 来 的 ,主体 是 实践 活动 的 承担 者 ， 具 有 主动 性 ; 
客体 是 实践 活动 的 承受 者 , 是 被 动 的 .因此 , 究竟 谁 是 主体 、 谁 是 
客体 ， 应 该 由 其 在 实践 活动 中 的 地 位 来 确定 。 
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对 于 教学 活动 来 说 ， 我 们 认为 应 该 把 从 教师 备课 、 课 堂 教学 

的 实施 以 及 课 后 作业 等 看 成 一 个 完整 的 过 程 在 这 个 过 程 中 , 师 生 
双方 扮演 着 不 同 的 角色 ， 各 自从 事 着 具有 相互 联系 、 相 互 制约 的 
活动 .学 生 在 教师 的 活动 中 是 客体 ， 教 师 把 学 生 当成 客体 来 认识 、 
影响 甚至 “改造 ”他 们 ; 学 生 是 自己 活动 中 的 主体 ， 他 们 必须 通 
过 自主 活动 来 认识 事物 .掌握 知识 ,使 自己 的 身心 获得 发 展 , 当 然 ， 
学 生 在 教学 过 程 中 担当 起 主体 这 个 角色 ， 有 一 个 从 不 自觉 到 自觉 
的 发 展 过 程 ， 这 主要 是 因为 学 生 正 处 于 身心 发 展 阶段 ， 随 着 年 龄 
的 增长 , 认 知 水 平 的 不 断 提高 ,学 生 的 主体 地 位 会 变 得 越 来 越 突 
出 。 
对 教学 过 程 中 的 主体 、 客 体 作 上 述 认识 具有 积极 的 意义 。 首 
先 , 把 教师 当成 教学 过 程 的 主体 , 是 把 教师 摆 在 了 这 样 一 种 位 置 ， 
教师 是 教学 过 程 的 认识 者 、 组 织 者 ， 他 对 教学 过 程 所 涉及 的 各 种 
因素 〈 如 教学 内 容 、 学 生 等 ) 进行 认识 ， 这 是 一 个 科学 探索 的 过 
程 , 是 体现 教师 创造 性 的 过 程 , 课堂 教学 对 教师 而 言 ,“ 不 只 是 为 
学 生成 长 所 作 的 付出 ， 不 只 是 别人 交付 任务 的 完成 ， 它 同时 也 是 
自己 生命 价值 和 自身 发 展 的 体现 ”而 过 去 恰恰 是 对 教学 过 程 的 这 
一 价值 认识 不 充分 ， 只 把 教师 当成 “蜡烛 ”一 一 “燃烧 了 自己 ， 照 
亮 了 别人 ”把 教学 看 成 是 教师 的 一 种 纯粹 付出 的 劳动 , 教师 自己 
没有 从 中 得 到 什么 。 这 种 认识 的 消极 意义 是 显然 的 :教师 在 课堂 教 
学 中 的 主导 作用 实际 上 成 了 “ 主 宁 作用 ”, 以 知识 传授 和 技能 训练 
为 课堂 教学 的 主要 任务 ， 教 师 的 劳动 成 了 枯燥 的 、 重 复 性 的 ;学 
生 的 主体 作用 成 了 “ 主 听 作用 ”, 学 生 在 课堂 教学 中 充当 的 是 被 动 
接受 者 的 角色 .这样 ， 教 师 和 学 生 的 积极 性 都 得 不 到 充分 发 挥 .只 
有 把 教师 和 学 生 都 看 成 是 教学 活动 中 能 动 的 角色 和 要 素 ， 把 师 生 
双方 的 关系 看 成 是 互 为 主体 、 互 相依 存 、 互 相配 合 的 关系 、 才 能 
真正 反映 教学 活动 的 本 质 ,“ 使 师 生 的 生命 活力 在 课堂 上 得 到 充分 
发 挥 ”， 使 教学 过 程 本 身 “ 具 有 生成 新 因素 的 能 力 ， 具 有 自身 的 、 
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由 师 生 共同 创造 出 的 活力 ,” 我 们 认为 , 教师 的 主体 作用 主要 体现 
在 他 对 教学 活动 进行 科学 认识 的 过 程 中 ， 教 学 过 程 中 教师 的 主导 
是 他 发 挥 主体 作用 的 一 种 表现 形式 。 把 教学 作为 教师 自己 的 一 个 
认识 过 程 、 发 展 过 程 ， 这 是 符合 事实 的 ， 这 种 观点 能 够 促使 教师 
把 教学 当成 一 种 事业 来 追求 ， 把 每 一 堂 课 都 看 成 是 发 挥 自己 创造 
力 、 施 展 自 己 才能 的 机 会 ， 看 成 是 发 展 自己 的 一 个 机 会 ， 把 上 好 
一 堂 课 看 成 是 自己 生命 价值 的 体现 。 

以 上 关于 教学 过 程 中 主 、 客 体 及 其 关系 的 认识 也 符合 心理 学 
关于 主体 活动 的 理论 ,众所周知 , 任何 心理 活动 、 心理 发 展 都 需要 
心理 能 量 , 就 像 机 器 的 运转 需要 能 源 一 样 .俄罗斯 学 者 什 维尔 科 夫 
近期 指出 ， 生命 的 积极 性 来 源 于 基因 组 ， 基 因 组 的 积极 性 是 在 物 
竟 天 择 、 适 者 生存 的 条 件 干 形成 的 ， 而 基因 组 的 积极 性 是 通过 神 
经 元 的 新 陈 代谢 不 平衡 表现 出 来 的 ， 最 终 反 映 在 有 机 体 的 外 部 活 
动 中 .这 一 观点 对 我 们 理解 心理 能 量具 有 重要 的 启发 ,我 们 可 以 认 
为 ， 心 理 能 量 存在 于 人 的 神经 系统 中 ， 作 为 心理 活动 和 心理 发 展 
过 程 中 主体 积极 性 的 基础 .在 人 的 实践 活动 中 ,主体 的 积极 性 存在 
于 主体 内 部 ， 通 过 主体 与 客体 之 间 的 相互 作用 所 产生 的 心理 不 平 
衡 而 表现 出 来 ， 并 在 主体 活动 中 得 到 反映 ，、 而 心理 能 量 则 起 了 维 
持 主体 积极 性 的 作用 .从 而 ， 为 了 使 得 实践 活动 有 效 地 进行 下 去 ， 
主 笨 的 心理 内 部 必须 保持 不 平衡 状态 ,使 心理 能 量 得 到 充分 发 挥 ， 
以 维持 主体 在 活动 过 程 中 的 积极 性 ,这 样 ,如 果 只 把 教师 当成 教学 
活动 中 的 主导 ， 他 就 成 了 一 个 教学 活动 的 “局 外 人 ”和 “旁观 
者 ”， 他 对 教学 过 程 中 各 种 因素 之 间 的 相互 关系 、 内 在 联系 就 不 可 
能 有 亲身 体验 ， 从 而 也 就 不 可 能 产生 心理 内 部 的 不 平衡 ， 教 师 的 
心理 能 量 也 不 可 能 发 挥 作用 ， 在 教学 活动 中 也 难以 表现 出 积极 性 
来 .因此 , 将 教师 看 成 是 教学 过 程 的 主体 , 有 利于 解释 教师 的 教学 
积极 性 的 来 源 问题 ,同时 , 从 上 述 论述 中 我 们 也 可 以 看 到 , 设法 激 
发 并 且 维 持 学 生 心 理 内 部 的 不 平衡 ,是 激发 学 生 心 理 能 量 的 作用 ， 
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引起 学 生 在 教学 过 程 中 的 主体 积极 性 的 最 根本 的 措施 。 
二 教学 活动 使 师 生 双方 的 主体 性 都 得 到 发 展 和 发 挥 


明确 了 教学 活动 中 的 主体 、 客 体 及 它们 之 间 的 关系 问题 以 后 ， 
我 们 就 可 以 来 讨论 教学 活动 中 发 展 和 发 挥 学 生 的 主体 性 ， 以 及 教 
师 的 主体 性 既 在 教学 活动 中 得 到 发 挥 ， 又 在 教学 活动 中 获得 发 展 
的 问题 。 

主体 性 是 人 作为 活动 主体 而 表现 出 来 的 ， 既 包括 主体 精神 又 
包括 主体 能 力 . 它 所 包含 的 内 容 是 人 在 自觉 活动 中 不 可 缺少 的 “能 
动 性 、 创 造福 和 自主 性 ”。 人 无 论 作为 实践 主体 、 认 识 主体 或 评价 
主体 , 都 具有 这 些 共 同谋 性 。 而 客体 性 是 与 主体 性 相对 应 的 , 是 作 
为 活动 的 接受 者 或 被 指向 者 的 事物 的 共同 属性 ,主体 性 是 主体 在 
与 客体 相互 作用 的 漫长 历史 过 程 中 逐步 发 展 起 来 的 .从 某 种 意义 
上 说 ， 主 体 性 是 处 于 终身 发 展 状态 的 ， 它 始 在 实践 活动 中 发 挥 能 
动作 用 ， 又 在 实践 活动 中 不 斯 得 到 培育 和 塑 道 。 

“由 于 我 们 持 教学 过 程 的 “ 双 主 体 ” 观 点 , 因此 , 我 们 认为 , 师 
生 双 方 的 主体 性 在 教学 过 程 中 都 得 到 了 发 展 和 发 挥 ,只 是 在 方面 、 
水 平 上 存在 差异 而 已 。 

对 于 学 生来 说 , 通过 教学 活动 , 随 着 他 们 认 知 能 力 的 增长 、 情 
感 体验 和 情感 控制 能 力 的 加 强 ， 他 们 的 不 成 熟 的 、 不 完全 的 、 开 
始 甚 至 是 很 微弱 的 主体 性 获得 了 培育 和 发 展 ( 即 学 生 的 能 动 性 、 创 
造 性 和 自主 性 在 不 断 提高 ), 与 此 同时 , 他 们 的 主体 性 也 发 挥 着 越 
来 越 强 有 力 的 、 重要 的 作用 。 因 此 , 在 教学 过 程 中 , 教师 既 有 培育 
学 生 主体 性 的 任务 ， 又 有 发 挥 学 生 在 教学 过 程 中 主体 性 作用 的 任 
务 .实际 上 ， 这 两 者 是 相辅相成 的 。 

对 于 教师 而 言 ， 由 于 他 们 已 经 具备 了 一 定 的 发 展 水 平 ， 因 此 
首先 是 要 独立 自主 地 发 挥 能 动 的 主体 作用 ， 培 育 和 发 展 学 生 的 主 
体 性 , 这 是 教师 发 挥 主导 作用 的 体现 .为 此 , 教师 在 关注 学 生 的 认 
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识 发 展 〈 作 为 课堂 教学 的 中 心 任务 ) 的 同时 ， 还 应 该 特别 注意 具 
有 独立 内 容 和 价值 的 情感 的 发 展 ， 以 实现 教学 活动 中 完整 的 人 的 
教育 ,塑造 并 实现 学 生 在 未 来 发 展 上 成 为 社会 主体 的 人 的 主体 性 。 
这 就 要 求教 师 在 教学 过 程 中 渗透 情感 目标 ， 对 学 生 进行 意志 、 合 
作 能 力 , 行为 习惯 、 交往 意识 和 交往 能 力 等 多 方面 的 培养 和 发 展 。 
这 里 需要 强调 的 是 情感 目标 的 独立 性 ， 而 不 能 把 它 作 为 服务 于 认 
识 任务 、 依 附 于 认识 发 展 的 东西 来 看 待 。 另 一 方面 , 教学 过 程 又 成 
为 培育 和 发 展 教师 自己 的 主体 性 的 过 程 .首先 ,作为 一 个 终身 从 事 
学 校 教学 工作 的 教师 来 说 ， 尽 管 他 可 能 始终 在 教 同一 门 课 ， 他 对 
这 门 课 所 涉及 的 知识 的 认识 可 能 已 经 达到 非常 成 熟 \ 完 整 的 水 平 ， 
但 是 他 所 面 对 的 学 生 是 千变万化 的 ， 每 一 堂 课 都 会 有 不 同 的 具体 
情况 ， 每 一 个 教学 过 程 都 是 唯一 的 、 不 可 重复 的 、 丰 富 而 具体 的 
综合 ， 因 此 教师 每 一 天 都 在 经 历 对 教学 过 程 的 不 同 的 认识 过 程 和 
对 教学 的 不 同 的 情感 体验 过 程 ,完成 这 种 认识 过 程 和 体验 过 程 , 距 
体现 了 教师 的 主动 性 、 创造 性 和 自主 性 , 实现 了 教师 的 生命 价值 ， 
又 使 教师 对 教学 客观 规律 的 认识 达到 了 新 的 高 度 ， 使 他 对 在 教学 
过 程 中 应 该 如 何 更 好 地 培育 和 发 挥 学 生 的 主体 性 、 关 注 学 生 的 个 
体 差异 并 为 每 个 学 生 都 提供 主动 积极 活动 的 条 件 、 促 使 教学 中 各 
种 信息 的 多 层次 、 多 方向 交流 、 为 教学 过 程 提供 及 时 的 、 积 极 的 
反馈 等 ， 都 有 新 的 认识 ， 从 而 进一步 增强 运用 教学 客观 规律 培养 
和 发 展 学 生 主体 性 的 自觉 性 ,更 加 牢固 地 靠 握 教 学 的 主动 权 。 我 们 
认为 ， 这 正 是 教师 主体 性 的 培育 和 发 展 的 过 程 。 


三 发 展 和 发 挥 主体 性 的 途径 ， 主 体 活动 和 过 程 教学 


显然 ， 对 教学 过 程 的 本 质 作 如 上 认识 ,会 带 来 教育 观念 的 改 
变 ,首先 , 教学 过 程 是 师 生 双方 主体 性 获得 发 展 的 过 程 , 也 是 师 生 
双方 的 主体 性 得 到 充分 发 挥 的 过 程 ， 而 主体 性 的 “发 展 ”是 “发 
挥 ” 的 前 提 和 保证 ,“ 发 挥 ” 又 可 以 促进 和 加 速 “发 展 ”; 其 次 , 教 
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学 应 该 促进 师 生 双 方 的 全 面 发 展 ， 对 于 学 生来 说 ， 全 面 发 展 意味 
着 他 的 认识 能 力 的 提高 和 情感 体验 、 情 感 控制 能 力 的 增强 ， 麦 现 
为 能 动 性 、 创 造 性 和 自主 性 的 发 展 和 完善 ， 对 于 教师 来 说 ， 全 面 
发 展 意味 着 教师 既 要 教学 生 又 要 教 自己 ， 既 要 对 自己 所 教 课程 的 
知识 体系 的 内 容 、 内 在 联系 性 、 思 想 方 法 等 进行 研究 ， 并 对 教学 
过 程 中 如 何 发 展 学 生 的 主体 性 进行 研究 和 设计 ， 还 要 在 教学 过 程 
的 进行 中 不 断 对 自己 对 教学 过 程 客观 规律 的 认识 结果 进行 反思 
(教师 对 教学 的 自我 监控 )， 不 断 地 发 展 和 完善 自己 的 主体 性 ， 即 
创造 性 地 设计 教学 过 程 ， 洞 察 课堂 中 发 生 的 各 种 问题 ， 并 准确 地 
判断 发 生 问 题 的 原因 ， 能 动 地 、 有 效 地 处 理 这 些 问题 ， 把 握 教 学 
活动 的 自主 权 。 

如 何 才能 实现 主体 性 的 发 展 ， 发 挥 师 生 双 方 在 教学 过 程 中 的 
主体 作用 呢 ? 显 然 , 必须 通过 主体 自己 积极 主动 的 活动 , 而 强调 展 
示 教 学 内 容 的 过 程 性 ， 强 调 在 知识 的 发 生发 展 过 程 中 完成 认识 任 
务 ， 则 是 主体 进行 积极 主动 活动 的 根本 保证 。 

按照 辩证 唯物 主义 的 观点 ， 生 命 存在 的 普遍 形式 是 活动 ， 杜 
威 也 说 ， 有 生命 的 地 方 就 有 活动 。“ 实 践 活 动 是 人 的 心理 、 认 识 、 
意识 产生 和 发 展 的 基础 .” 人 的 心理 是 在 活动 中 形成 和 发 展 的 , 人 
的 个 性 的 丰富 程度 取决 于 他 的 活动 内 容 。 从 发 展 心理 学 的 角度 来 
看 ， 活 动 贯 穿 人 的 一 生 ， 人 的 心理 发 展 到 什么 水 平和 阶段 ， 他 的 
活动 就 会 表现 出 相应 的 特点 .如 果 剥 对 人 的 活动 自由 ,他 的 心理 发 
展 就 会 受到 阻碍 .因此 ， 人 的 主体 性 的 发 展 基础 是 实践 活动 。 只 有 
在 活动 中 和 通过 活动 , 主体 和 客体 、 主观 和 客观 才能 得 到 统一 , 主 
体 性 才能 获得 发 展 。 

众所周知 ， 教 学 活动 是 有 特定 内 容 的 ， 学 科 知 识 是 教学 活动 
的 载体 .学 科 知 识 是 人 类 社会 已 经 掌握 的 知识 ,它们 以 教科 书 的 形 
式 出 现 ， 是 通过 科学 家 整理 、 归 纳 和 概括 的 抽象 逻辑 体系 ， 这 种 
逻辑 体系 在 菜 种 程度 上 掩盖 了 相应 知识 的 发 生发 展 过 程 .例如 数 

201 











学 教科 书 ， 通 常 只 是 按照 知识 的 馆 辑 顺序 安排 ， 只 讲 “ 可 以 这 样 
做 ”或 “应 该 这 样 做 *， 而 对 “为 什么 可 以 这 样 做 ”和 “为 什么 应 
该 这 样 做 ” 却 很 少 涉及 .但 是 ,“ 数 学 是 一 池 活水 ”, 新 的 概念 为 什 
么 要 引入 ?定理 是 如 何 想 出 来 的 ， 有 什么 作用 ?等 等 ， 所 有 概念 的 
引入 都 是 顺理成章 的 \ 有 根 有 所 的 .在 数学 的 严格 逻辑 演绎 体系 的 
建立 过 程 中 , 也 经 历 了 先 发 现 问题 、 再 总 结 规律 而 猪 测 出 定理 先 
试验 、 狂 测定 理 的 证 明 思 路 ， 再 具体 实施 证 明 ， 并 在 证 明 过 程 中 
不 断 修改 、 矫正 思路 ， 最 后 才能 获得 完善 的 证 明 . 因 此 , 教师 就 应 
该 设法 引导 学 生 探讨 这 些 “ 为 什么 ”， 理 解数 学 中 的 “道理 ”和 
“党 思 ”, 还 数学 以 生动 活 小 的 本 来 面目 。 要 使 数学 教学 过 程 在 某 种 
程度 上 反 酉 出 数学 的 创造 过 程 , 做 到 既 让 学 生理 解 “ 证 明 ”, 又 让 
学 生 学 会 “猜测 ”使 学 生 能 够 “ 知 其 然 又 知 其 所 以 然 ”, 我 们 认为 ， 
教师 设计 出 适当 的 教学 情境 ， 让 学 生 在 这 样 的 情境 中 像 数学 家 那 
样 自己 去 狂想、 发现 真理 ， 比 机 械 模仿 、 记 忆 那 些 不 理解 其 来 源 、 
意义 和 相互 联系 的 命题 和 证 明 的 现成 体系 更 容易 使 学 生 获 得 全 面 
发 展 ; 在 教学 中 采取 组 织 学 生 讨论 的 办 法 , 调动 起 他 们 的 经 验 、 意 
向 和 创造 力 ， 让 学 生 能 够 重新 发 现 数学 命题 内 容 的 事实 ， 然 后 从 
逮 辑 上 把 它们 整理 成 系统 ,这 不 但 会 使 学 生 真 正 理解 学 习 材料 ,使 
他 们 的 思维 能 力 获得 较 快 的 发 展 ， 而 且 也 能 更 有 效 地 发 挥 学 生 的 
主体 作用 ,并 使 学 生 的 主体 性 得 到 更 好 的 发 展 .这 样 的 教学 对 教师 
也 提出 了 高 要 求 ， 在 设计 教学 人 情境 时 ， 他 们 不 再 能 够 套用 教学 参 
考 书 提供 的 教学 范例 ， 而 必须 根据 所 面临 的 学 生 的 实际 情况 ， 从 
内 容 的 组 织 、 方 法 的 选择 、 课 堂 活动 方式 的 选择 和 教学 过 程 的 组 
织 , 还 有 反馈 方式 的 选择 等 ,都 作出 重新 安排 ,设计 过 程 中 , 不 但 
要 考 虚 为 发 展 学 生 的 主体 性 提供 条 件 ， 而 且 还 要 根据 班级 里 每 一 
个 学 生 的 具体 情况 ,为 他 们 提供 主动 积极 活动 的 保证 .在 课堂 教学 
进程 中 , 还 要 根据 当时 的 具体 状态 作出 灵活 的 、 创 造 性 的 处 理 , 例 
如 , 当 原 来 的 设计 不 足以 引起 学 生 的 自主 活动 时 该 怎么 办 ? 当 学 生 
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给 出 了 原来 未 预想 到 的 创造 性 答案 时 应 该 作 怎样 的 评价 ?如 何 使 
学 生 自己 发 现 思路 中 的 错误 ?如 何 使 学 生 感 受到 你 的 期 待 ?如 何 引 
导 学 生 合作 学 习 ， 引 导 学 生 对 有 关 问 题 进行 辩论 ， 碰 擅 出 创造 性 
思维 的 火花 ?如 何 使 学 生 感受 到 你 给 他 的 是 真诚 、 善 意 的 帮助 ? 怎 
样 与 学 生 分 享 成 功 的 喜悦 ?…… 显 然 , 这 样 的 教学 不 但 体现 了 教师 
的 主导 作用 ， 发 挥 了 教师 的 主体 性 ， 而 且 也 使 教师 的 主体 性 得 到 
了 发 展 。 

以 上 是 对 体现 主体 性 的 活动 的 重要 性 的 认识 ,怎样 才能 保证 
活动 的 真正 有 效 进行 呢 ? 我 们 的 回答 是 “过 程 性 ”。 也 许 有 人 会 说 ， 
活动 总 是 在 过 程 中 进行 的 .但 是 我 们 必须 注意 到 ,教学 活动 与 人 们 
的 日 常生 活 、 工 作 中 的 活动 ， 与 科学 家 的 科学 研究 活动 是 有 区 别 
的 , 这 主要 是 由 于 活动 内 容 的 差别 引起 的 .从 某 种 意义 上 说 , 教学 
活动 的 内 容 与 学 生 的 现实 生活 有 一 定 程度 的 分 离 ， 这 些 内 容 是 超 
越 他 们 现实 发 展 水 平 的 ， 它 们 在 现实 生活 中 的 作用 也 是 学 生 所 不 
能 完全 理解 和 切实 感受 到 的 ,因此 ,相应 于 教学 内 容 所 应 该 进行 的 
活动 往往 受到 和 焉 曲 、 变 异 、 分 离 、 形 式 化 、 表 面 化 .例如 ,正如 前 
面 已 经 说 过 的 ， 在 数学 教学 中 ， 由 于 数学 教材 是 按照 数学 理论 的 
人 逻辑 体系 编写 的 ， 而 这 种 逻辑 体系 中 的 知识 呈现 顺序 与 数学 理论 
的 真实 发 现 过 程 往往 是 相反 的 《真实 发 现 过 程 常常 采用 “分 析 
法 ”, 而 逻辑 体系 则 采用 “演绎 法 ”), 因此 ,根据 教材 所 进行 的 学 
习 往 往 是 “反思 维 过 程 ”的 活动 , 把 数学 当成 纯粹 的 数学 推理 , 当 
成 “逻辑 推理 ”的 一 种 形式 来 学 习 ， 而 获得 数学 理论 时 的 那 种 直 
党 、 猜 想 、 试 验 等 过 程 都 被 忽视 了 ， 学 生 的 活动 过 程 表现 为 听 教 
病 讲 迎 辑 推理 过 程 、 模 仿 逻辑 推理 过 程 ， 他 们 所 学 到 的 是 一 些 确 
定 的 、 形 式 化 的 、 伪 化 的 东西 ， 活 动 讨 程 中 没有 精神 的 作用 ， 思 
考 过 程 程式 化 ， 原 来 应 该 具有 的 那 种 不 确定 性 、 似 真性 被 大 大 淡 
化 ,数学 本 来 具有 的 丰富 多 彩 性 、 变化 性 都 被 深 深 地 掩盖 起 来 . 显 
然 , 在 这 样 的 过 程 中 所 进行 的 活动 , 是 难以 发 挥 学 生 的 主体 性 的 ， 
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在 这 样 的 活动 中 ， 学 生 的 主体 性 也 是 难以 得 到 真正 发 展 的 .因此 ， 
我 们 认为 ， 在 学 校 教育 中 ， 课 堂 教学 活动 并 不 能 自发 地 展示 有 利 
于 发 展 学 生 主体 性 的 过 程 ， 它 需要 教师 发 挥 自己 的 主体 性 ， 对 教 
材 进行 变革 , 对 教学 活动 过 程 进 行 创造 性 的 设计 .例如 , 在 数学 教 
学 活动 设计 中 ， 由 于 数学 的 认识 过 程 不 仅仅 涉及 分 析 、 综 合 、 抽 
象 和 演绎 等 逻辑 思维 活动 ， 归 纳 、 类 比 、 联 想 、 化 归 、 审 美 、 直 
党 等 形象 思维 活动 所 起 的 作用 也 是 至 关 重 要 的 ， 因 此 ， 教 师 应 该 
改变 教材 从 概念 到 概念 、 从 定理 到 推论 、 处 处 强调 逻辑 演绎 的 严 
格 性 的 局 面 ， 为 学 生 提 供 概念 、 定 理 的 实际 背景 ， 设 计 定 理 、 公 
式 的 发 现 过 程 ， 让 学 生 的 思维 能 够 经 历 一 个 从 模糊 到 清晰 、 从 具 
体 到 抽象 、 从 直 党 到 逻辑 的 过 程 ， 在 由 直观 、 粗 糙 向 严格 、 精 确 
的 追求 过 程 中 ,使 他 们 体验 定理 内 容 的 根本 和 思想， 掌握 定理 证 明 
过 程 的 来 龙 去 脉 .学 生 在 对 概念 形成 过 程 的 分 析 中 , 在 对 公式 、 定 
理 的 发 现 过 程 的 总 结 讨论 中 ， 领 司 寻 找 真 理 和 发 现 真理 的 方法 和 
手段 ， 培 养分 析 和 何 题 、 解 决 问题 的 能 力 .因此 我 们 说 ，“ 过 程 教 
学 ”需要 教师 创造 性 的 劳动 ， 体 现 了 教师 的 主体 性 ; 同时 ,“ 过 程 
教学 ”对 于 学 生 主体 任 的 发 展 以 及 发 挥 学 生 自 己 的 主体 作用 也 是 
至 关 重 要 的 。 

以 上 我 们 从 马克 思 主 义 关于 “主体 是 人 ”, 是 “积极 地 活动 着 
的 人 ”的 观点 出 发 ， 对 教学 过 程 中 的 主体 、 客 林 及 其 关系 进行 了 
讨论 ， 我 们 认为 ， 教 师 和 学 生 都 是 教学 活动 中 的 主体 ， 但 是 ， 这 
两 个 主体 的 发 展 水 平 、 所 面 对 的 客体 是 不 同 的 ， 因 此 他 们 在 教学 
活动 中 所 承担 的 角色 也 是 不 同 的 ， 不 过 ， 他 们 之 间 的 关系 是 互 为 
条 件 、 对 立 统一 的 .在 教学 活动 中 , 存在 着 师 生 双方 的 主体 性 都 获 
得 发 展 、 师 生 双 方 的 主体 性 都 得 到 发 挥 的 事实 ， 这 两 个 主体 性 的 
发 展 、 发 挥 互 为 前 提 , 呈现 互相 交替 、 互 相 促 进 的 状态 .我 们 认为 ， 
教学 改革 的 关键 是 教师 ， 而 过 去 教学 改革 的 不 深入 ， 其 原因 也 主 
要 是 对 教师 的 主体 作用 、 教 师 的 主体 性 的 发 展 和 发 挥 重 视 不 够 ,这 
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祥 就 难以 全 面 看 到 教学 工作 对 于 教师 的 价值 ， 因 而 也 就 难以 对 教 
师 提 出 符合 教学 客观 规律 的 要 求 .为 了 发 展 、 发 挥 病 生 双方 的 主体 
性 ， 我 们 提出 了 在 数学 知识 的 发 生 、 发 展 过 程 中 师 生 双方 共同 活 
动 的 原则 ， 认 为 “过 程 ”的 设计 需要 教师 的 创造 性 工作 ， 需 要 发 
挥 教师 的 主体 性 , 而 学 生 在 “过 程 ”中 进行 自主 活动 ,对 于 发 展 、 
发 挥 他 们 的 主体 性 具有 至 关 重 要 的 作用 。 


第 二 节 ”数学 教学 要 适应 学 生 的 认 知 发 展 水 平 


前 已 指出 ， 数 学 教学 既 有 培育 学 生 主体 性 的 任务 ， 又 必须 发 
挥 学 生 在 教学 学 习 中 的 主体 作用 ， 这 是 一 个 矛盾 的 两 个 方面 ,而 
且 , 这 两 个 方面 都 是 以 学 生 的 认 知 发 展 水 平 为 前 提 的 .因此 , 教师 
根据 学 生 思 维 、 智 力 的 发 展 水 平 ， 为 学 生 提供 相应 的 学 习 活动 情 
景 ， 使 他 们 在 这 种 活动 情景 中 自主 地 进行 数学 学 习 ， 通 过 他 们 自 
己 独 立 的 思维 活动 来 获取 知识 、 发 展 思维 能 力 和 创造 力 ， 这 是 数 
学 教学 的 一 项 基本 原则 。 

发 展 心理 学 的 研究 成 果 表 明 ， 学 生 的 思维 发 展 呈现 一 定 的 阶 
眉 性 . 皮 亚 杰 认 为 ， 人 的 认 知 发 展 是 一 个 认 知 图 式 不 断 重 建 的 这 
程 ， 它 可 以 划分 为 几 个 阶段 ,这 种 认 知 阶段 具有 以 下 特点 : 

第 一 , 认 知 发 展 过 程 是 认 知 图 式 不 断 地 组 织 和 再 组 织 的 过 程 ， 
过 程 的 进行 是 连续 的 ; 但 由 于 各 种 发 展 因 素 的 相互 作用 ， 使 认 知 
发 展 呈 现 阶段 性 。 

第 二 ， 每 一 阶段 都 有 其 独特 的 认 知 图 式 ， 标 志 着 一 定 阶段 的 
年 龄 特征 。 

第 三 , 各 阶段 出 现 的 顺序 固定 ， 不 能 逾越 ， 也 不 能 互 换 , 但 由 
于 遗传 、 环 境 、 教 育 以 及 主体 动机 等 的 差异 ， 新 阶段 出 现 的 时 间 
可 以 提前 或 者 推迟 。. 

第 四 ， 认 知 图 式 的 发 展 是 一 个 连续 不 断 的 建构 过 程 ， 前 一 阶 
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段 的 图 式 是 构成 后 一 阶段 的 图 式 的 基础 ， 但 两 者 具有 质 的 差异 。 

第 五 ， 认 知 发 展 的 两 个 阶段 之 间 不 是 截然 分 开 的 ， 而 是 有 一 
定 的 交叉 的 。 

皮 亚 杰 以 符号 逻辑 为 工具 ， 采 用 逮 辑 和 数学 的 概念 来 描述 发 
展 阶 段 的 特征 ， 把 “运算 ”水 平 当 作 认 知 发 展 阶段 的 依据 ， 将 认 
知 发 展 划分 为 四 个 阶段 : 感知 运动 阶段 (0~2 岁 )、 前 运 演 阶 段 
(2 一 ?7 岁 )、 具 体 运 演 阶段 〈7 一 11 岁 ) 和 形式 运 演 阶 段 〈11 一 15 
岁 ). 这 一 发 展 阶段 理论 已 经 被 许多 实验 所 证 实 ， 是 国际 心理 学 界 
所 普遍 接受 的 理论 .我 们 必须 重视 皮 亚 杰 所 说 的 思维 发 展 顺 序 问 
题 、 发 展 的 连续 性 问题 以 及 在 具体 思维 过 程 中 的 “ 返 祖 ” 现 象 . 例 
如 ,学生 的 思维 发 展 到 形式 运 演 阶 段 后 , 具体 运 演 行为 仍然 存在 ， 
并 且 日 益 整 合 为 一 个 形式 运 演 的 更 加 综合 的 系统 ,他 们 在 数学 活 
动 中 并 不 只 是 运用 形式 运 演 思维 ， 而 是 要 经 常 地 借助 于 低 阶 段 的 
思维 .面临 新 的 知识 , 他 们 常常 重新 回 到 具体 思维 阶段 , 有 时 其 至 
是 回 到 前 运 演 思 维 阶段 上 去 。 他 们 在 进入 抽象 思维 形式 之 前 ,总 是 
要 先 获 得 新 知识 领域 的 具体 经 验 。 

由 皮 亚 杰 的 理论 我 们 可 以 看 出 ， 学 生 进入 初中 后 ， 形 式 运 演 
思维 开始 发 展 , 并 逐渐 走向 成 熟 , 但 具体 运 演 思维 仍 在 继续 发 展 。 
具体 说 , 在 进行 形式 运 演 思 维 活动 时 , 仍 要 借助 于 低 水 平 的 思维 ; 
高 中 学 生 的 形式 运 演 思 维 进一步 发 展 和 完善 ， 但 学 生 在 学 习 时 仍 
要 借助 于 具体 运 演 思维 甚至 是 前 运 演 思维 ， 即 具体 经 验 对 学 生 学 
习 新 知识 来 说 仍然 是 必 不 可 少 的 。 

在 具体 的 学 习 进 程 中 ， 学 生 利用 他 头脑 中 已 有 的 认 知 结构 与 
新 知识 进行 相互 作用 ,通过 自主 的 思维 活动 对 新 知识 进行 理解 ,将 
新 知识 同化 到 已 有 的 认 知 结构 中 ， 或 改变 已 有 的 认 知 结构 以 顺应 
新 的 知识 ， 从 而 形成 新 的 认 知 结构 。 

我 们 认为 ， 教 师 要 意识 到 学 生 思 维 发 展 的 阶段 性 以 及 相应 的 
思维 水 平 ， 尊 重 学 生 现 有 的 学 习 能 力 ， 并 以 此 为 依据 ,制定 相应 
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的 教学 策略 和 教学 程序 ， 以 激发 学 生 认 知 上 的 不 平衡 ， 促 使 新 旧 
知识 相互 作用 ， 通 过 同化 或 顺应 ， 使 学 生 达 到 新 的 认 知 平衡 ， 从 
而 获得 新 知 ， 促 进 学 生 的 思维 发 展 。 


一 ”处 理 好 教材 与 课堂 教学 之 间 的 关系 


教学 教科 书 为 数学 课堂 教学 提供 了 线索 ， 但 是 在 具体 实施 课 
堂 教学 时 ,教师 必须 对 教材 进行 教学 加 工 处 理 。 在 处 理 过 程 中 应 该 
做 好 以 下 几 方 面 的 工作 。 

1. 按照 学 生 的 数学 思维 活动 规律 组 织 教材 

前 已 指出 ， 教 科 书 是 按照 “定义 -定理 、 公 式 、 法 则 -应 用 ”这 
样 的 逻辑 顺序 编辑 的 ， 这 种 逻辑 顺序 与 原 数学 研究 活动 顺序 往往 
是 相反 的 , 与 学 生 数学 学 习 的 思维 活动 顺序 , 即 “ 问 题 一 定理 、 公 
式 、 法 则 一 定义 ”的 磊 序 也 是 相反 的 ,虽然 教科 书 也 可 以 先 提供 一 
定 的 实际 问题 ,. 然后 再 概括 出 定理 、 法 则 、 公 式 等 ， 但 这 种 进程 
在 教科 书 上 只 能 是 十 分 简约 的 ,由 于 学 生 的 学 习 要 大 致 经 历 原 数 
学 研究 活动 的 进程 ， 因 此 ， 教 师 不 能 照 本 宣 科 ， 否 则 ， 必 然 使 孝 
学 进程 与 学 生 的 数学 思维 进程 不 一 致 ， 闪 而 使 学 生 的 思维 活动 无 
法 充分 展开 ， 学 生 已 有 的 数学 认 知 结构 与 新 知识 之 问 的 相互 作用 
不 充分 .因此 ， 教 师 要 把 教材 提供 的 逻辑 顺序 转变 为 数学 活动 硕 
序 ， 并 结合 学 生 的 数学 思维 发 展 水 平 ， 安 排 恰当 的 数学 课堂 教学 
情景 和 数学 思维 活动 进程 ， 以 使 课堂 教学 活动 适合 学 生 的 认识 发 
展 规律 。 

2. 选取 符合 学 生 认 知 发 展 水 平 的 教学 内 容 

在 教学 内 容 与 学 生 认 知 发 展 水 平 相 适应 方面 ， 现 行 教科 书 比 
以 前 已 经 有 了 很 大 的 进步 ， 但 是 仍然 从 一 定 程度 上 表现 出 对 学 生 
发 展 水 平 限度 估计 不 足 的 问题 ， 有 些 问 题 超出 了 学 生 的 实际 发 展 
水 平 .例如 ,要求 初 中 一 年 级 学 生 解 决 复杂 化 的 “工程 问题 ">“ 浓 
度 问 题 "、“ 行 程 问 题 ”。 因 此 ， 在 安排 教学 内 容 时 ， 教 师 应 当 注 意 
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贯彻 螺旋 上 升 的 原则 ， 使 学 生 对 数学 知识 的 理解 有 一 个 逐渐 深入 
的 机 会 ; 要 注意 到 学 生 已 经 具备 了 哪些 相应 的 知识 ， 学 生 的 认识 
已 经 获得 了 怎样 的 发 展 ， 使 教学 在 学 生 已 有 认 知 发 展 的 基础 上 来 
展开 ， 不 向 学 生 提 出 他 们 力 所 不 能 及 的 问题 。 

3. 给 学 生 提 供 操作 具体 事物 的 机 会 和 时 间 

前 已 述 及 ， 思 维 发 展 是 连续 的 、 相 互 重合 的 ， 学 生 在 学 习 进 
程 中 经 常 要 回 到 低 水 平 思维 中 去 ， 依 靠 具 体 经 验 获 得 对 新 知识 的 
相应 水 平 的 理解 .因此 , 教师 要 利用 教科 书 提供 的 线索 , 为 学 生 提 
供 适 当 的 实物 、 图 、 表 等 ， 让 学 生 有 充分 的 时 间 对 具体 事物 进行 
操作 ， 使 他 们 获得 学 习 新 知识 所 需要 的 具体 经 验 。 

然而 ， 目 前 的 教学 实际 中 ， 经 常 是 在 以 图 画 表象 〈 不 是 实物 
表象 ) 或 语言 表象 提出 问题 ， 让 学 生 稍 作 思考 后 ， 就 将 问题 引 向 
概念 ,进而 很 快 提出 概念 的 语言 表述 并 给 出 抽象 符号 由 于 教学 中 
没有 给 学 生 以 充分 的 具体 材料 ， 并 且 没 有 给 学 生 足够 的 时 间 来 对 
具体 材料 进行 实际 操作 ， 因 而 导致 学 生 头 脑 中 已 有 认 知 结构 与 新 
知识 之 间 不 能 进行 充分 的 相互 作用 .学 生 不 是 通过 自己 的 思维 来 
构成 对 概念 的 理解 ， 而 只 是 通过 机 械 重复 记 住 了 教师 所 讲述 的 那 
些 关 于 梳 念 的 现成 解释 .例如 , 在 函数 概念 的 教学 中 , 教师 举 出 一 
些 “ 对 应 ”的 事例 ， 再 由 教师 概括 出 函数 这 种 “对 应 ”的 特点 ， 然 
后 给 出 函数 的 定义 ， 接 着 是 从 各 种 角度 对 函数 概念 进行 解释 ， 试 
图 通过 大 基 讲 解 达到 使 学 生 全 面 理解 函数 概念 的 目的 殊不知 ,在 
这 样 的 教学 中 ， 学 生 没有 时 间 和 机 会 对 自己 头脑 中 已 有 的 关于 函 
数 的 具体 经 验 进行 分 析 、 概 括 ， 理 解 函数 所 需要 的 具体 经 验 还 没 
有 建立 起 来 ,函数 这 一 特殊 对 应 的 特点 不 是 被 学 生 自然 发 现 的 ,而 
是 由 教师 灌输 给 学 生 的 。 在 这 样 的 教学 过 程 中 ,学 生 的 学 习 只 能 依 
靠 机 械 的 记忆 , 所 获得 的 知识 不 可 能 是 全 面 的 、 清 晰 的 、 牢 固 的 。 
这 里 也 涉及 到 数学 教学 与 现实 生活 相互 结合 的 问题 ,过 去 ,人 们 通 
常 认为 ， 数 学 知识 只 能 通过 一 种 抽象 语言 、 甚 至 是 那 种 由 数学 符 
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号 组 成 的 特殊 语言 来 理解 ， 因 而 数学 教学 与 现实 生活 的 联系 是 国 
难 的 ， 或 者 从 现实 生活 中 引出 数学 问题 是 不 必要 的 .但 事实 上 ， 
“中 小 学 数学 首先 ， 也 是 最 重要 的 ， 是 作用 于 事物 的 动作 ”( 皮 亚 
杰 ) 。 所 以 ,以 现实 生活 中 相应 的 事物 及 其 关系 来 支持 数学 学 习 , 不 
但 是 适应 学 生发 展 水 平 的 需要 ， 而 且 也 是 数学 教学 本 身 的 性 质 所 
决定 的 。 

另外 ， 不 同 的 内 容 〈 如 新 课 、 习 题 课 、 复 习 课 等 ) 有 不 同 的 
表现 形式 和 运动 变化 规律 ， 因 此 ， 教 师 以 学 生 的 现 有 认 知 发 展 水 
平 为 依据 ， 按 照 学 生 的 认识 规律 和 不 同 知识 内 容 的 发 生发 展 规律 
设计 好 教学 情境 ,课堂 教学 中 放手 让 学 生 自 己 去 独立 实践 和 思考 ， 
则 是 充分 发 挥 两 个 积极 性 ， 提 高 课堂 教学 质量 的 保证 .例如 ,“ 同 
角 三 角 函 数 的 基本 关系 式 ”一 节 , 教科 书 在 开头 提出 :“ 根 据 三 角 
函数 的 定义 ， 可 以 讨论 同 角 三 角 函 数 间 的 一 些 基本 关系 ,由 式 子 
sin qa 一世 ，cos a 一下 ，tan a 二 头 可 以 看 出 ,， 当 azhn+ 记 (hE 








力 时 ,有 地 tan a。 又 通过 十 二 7? ,可 以 看 出 ， 


cosa rr XI ZX 





sinza 十 cosza 一 | +| 引 “一 1.” 然后 再 举例 说 明 关系 式 在 求 
值 . 三 角 函 数 恒 等 式 证 明 中 的 应 用 。 虽 然 , 这 样 做 可 以 非常 快捷 地 
把 知识 交 给 学 生 ， 但 总 让 人 感觉 到 这 样 做 有 把 学 生 当 成 “知识 容 
器 ”之 嫌 。 另 外 ,具有 独立 探索 精神 的 学 生 也 会 提出 疑问 怎么 会 
想到 要 讨论 这 些 基 本 关系 的 ?讨论 这 些 基 本 关系 的 必要 性 如 何 ? 为 
什么 一 定 变 根 据 定义 来 讨论 ?等 等 .显然 ， 这 些 疑 问 是 学 生 认 识 事 
物 的 内 部 规律 时 所 必然 会 产生 的 ,是 学 生 从 知识 发 生发 展 过 程 . 知 
识 之 间 的 相互 联系 性 去 认识 知识 的 必然 产物 ,如果 教 师 漠视 这 些 
思想 , 不 设法 针对 这 些 思 想 进行 “答疑 解 惑 ”, 那么 不 但 会 失去 一 
次 极 好 的 思想 方法 教育 的 机 会 ,而 且 还 会 使 教学 变 得 呆板 机 械 , 降 
低 课堂 教学 质量 .因此 , 教师 必须 根据 学 生 可 能 产生 的 疑问 , 对 教 
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材 进行 重新 设计 。 例 如, 教师 可 以 结合 “基本 关系 式 ” 的 作用 来 设 
计 教 学 人 情境。 安排 “再 发 现 ” 过 程 。. 先 向 学 生 提 出 问题 

已 知 sin 全 求 cos a，tan a 的 值 。 

这 是 一 个 不 用 “基本 关系 式 ” 也 能 求解 的 问题 ， 而 且 在 没有 
“基本 关系 式 ” 的 导向 时 ， 其 求解 思路 会 更 加 广阔 .例如 ， 有 的 可 
能 会 从 “ 先 由 已 知 求 出 = 的 值 ， 再 求 其 他 的 三 角 函 数值 ” 来 考虑 ; 
有 的 会 从 “ 先 由 已 知 确定 出 a 角 的 终 边 , 再 求 其 他 三 角 函 数值 来 
考 虚 ; 也 有 的 会 注意 到 各 个 三 角 函 数值 是 关于 x、y 的 齐 次 式 , 从 
而 直接 从 定义 出 发 ， 有 


4 
由 已 知 得 之 = 一 守 一 一 安 ， 则 25y? 二 16z* 十 16y?，9y 二 
r VB 5 > > 


16z’:, 即 之 一 土气 ， -一 号 lz|， 亦 即 cos “= 土 羡 ， tan a 一 土 村 。 
4 3 、 2 2 
或 , 由 关 一 各 ,而 zx! 十 一 7?， 则 每 十 准 二 1, 所 以 所 一 1 一 奖 



































1 { 丰 { 引 ， 进而 之 一 士 之， 即 cosa 三 一 士 二 ，tan a 


一 由 一 了 ,了 和 x{ 十 号 二 3 











zr rr 5 4° 


学 生 通 过 自己 的 亲身 实践 ， 在 解 题 过 程 中 可 以 观察 到 ， 各 个 
三 角 函 数 之 间 是 可 以 相互 表示 的 ， 而 且 在 求解 过 程 中 也 会 产生 如 
何 进行 相互 表示 的 具体 体验 另外， 通过 对 各 种 解 题 方 法 的 比较 ， 
他 们 也 会 认识 到 ， 如 果 有 了 角 “的 各 三 角 函 数 之 间 关 系 的 一 般 事 
达 式 ,那么 像 “ 求 值 ”之 类 的 问题 就 会 变 得 非常 容易 .这 些 都 会 使 
接 下 来 的 基本 关系 式 的 推导 变 得 有 章 可 循 、 水 到 渠 成 。 
另外 ， 从 认 知 心理 学 的 观点 出 发 ， 教 师 可 以 结合 “先行 组 织 
者 ”的 使 用 来 设计 教学 情境 .例如 , 教师 在 开始 时 可 向 学 生 作 如 下 
和 叙述 : 
“我 们 已 经 学 了 三 角 函 数 的 定义 .按照 定义 ， 一 个 角 的 各 三 角 
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函数 值 是 完全 由 它 的 终 边 所 确定 的 ， 即 给 定 角 的 终 边 ， 角 的 各 个 
三 角 函 数值 就 唯一 确定 了 .为 了 全 面 地 认识 事物 ,我 们 应 该 从 各 个 
侧面 来 考察 它 ， 这 样 ， 一 个 自然 的 问题 是 ， 给 定 一 个 角 的 某 个 三 
角 函 数值 〈 如 正弦 值 )， 这 个 角 的 终 边 是 否 也 能 确定 ?显然 ， 如 果 
能 够 确定 ， 则 这 个 角 的 其 他 三 角 函 数值 就 可 以 用 已 知 的 三 角 函 数 
值 来 表示 了 。 这 就 是 我 们 现在 要 学 习 “ 同 角 三 角 函 数 的 基本 关系 
式 ， 的 目的 之 一 .为 了 讨论 的 方便 , 我 们 可 以 从 具体 例子 的 考察 开 
始 ， “已 知 sin 一 委 ， 试 确定 “的 终 边 的 位 置 .” 

由 于 学 生 在 学 习 三 角 函数 定义 时 已 经 有 了 用 相似 三 角形 来 说 
明定 义 的 合理 性 的 经 验 ， 又 有 “三 角 函 数 线 ” 的 知识 ， 因 此 这 里 
容易 想到 : 

如 果 设 P (x, y) 为 a 
的 终 边 上 一 点 ,不 失 一 般 
性 , 可 令 y=4, r=5, 则 由 
象限 角 的 概念 (如 图 
5. 2. 1), 易 知 x 一 士 3 于是， 
P 点 的 坐标 是 《3，4) 或 
(一 3,，4), 因 此， 角 a 的 终 
边 是 可 以 确定 的 (只 是 有 两 
种 情况 而 已 ) .进一步 的 , 这 图 5. 2.1 
个 角 的 其 它 三 角 函 数值 也 可 以 确定 。 

那么 ,到 底 应 该 怎样 来 表示 呢 ? 我 们 可 以 把 相关 的 函数 及 关系 


式 放 在 一 起 来 考察 


I 
sin g= 学 ,co0s a 一 之 ,tan a 二 学， r: 二 x: 十， 
r r > 


当 把 他 们 放 在 一 起 时 ， 相 互 之 间 的 关系 就 很 容易 发 现 了 。 
以 上 两 种 教学 情境 设计 ， 着 重 于 知识 的 发 生发 展 过 程 ， 利 用 


了 “基本 关系 式 ” 在 几何 或 代数 上 的 不 同 表现 形式 ( 变 式 ), 不 但 
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能 够 使 学 生 感到 教学 过 程 的 自然 亲切 ， 教 学 内 容 不 是 “从 天 而 
降 ”， 使 学 生 对 教学 过 程 做 到 “心中 有 数 ”， 而 且 ， 还 使 学 生 从 中 
体验 到 数学 研究 的 思想 方法 ,学 习 应 该 从 什么 角度 来 研究 问题 、 如 
何 将 所 考察 对 象 的 内 容 进行 逐步 扩展 的 方法 ， 其 中 包含 试验 、 猜 
想 、 联 想 、 类 比 、 合 情 推理 等 ， 这 些 正 是 通过 数学 教学 培养 学 生 
的 独立 思考 能 力 、 创 造 精神 和 探索 新 知识 的 能 力 以 及 数学 观念 的 
最 好 体现 .值得 指出 的 是 ,数学 教材 为 我 们 提供 的 仅仅 是 数学 知识 
的 一 种 逻辑 体系 ,但 “多 辑 是 论题 的 一 种 属性 而 非 精 神 过 程 的 属 
性 ”, 所以, 教师 必须 对 数学 家 发 现 事物 在 数 与 形 方面 表现 出 的 内 
在 顺序 和 规律 〈 即 逻辑 性 ) 时 的 精神 过 程 一 一 即 数学 家 是 如 何 进 
行 试验 、 联 想 、 类 比 、 狂 想 的 -一 进行 分 析 ， 并 在 教学 情境 中 
“还 原 ” 这 种 精神 过 程 。 我 们 认为 ， 作 为 一 种 固定 程式 的 逻辑 ， 只 
要 用 心 ， 学 生 总 能 学 会 ， 然 而 ， 猜 想 ， 这 一 创造 性 思维 中 最 本 质 
的 东西 , 由 于 其 没有 固定 程式 可 循 , 因而 难以 被 人 们 所 普遍 掌握 。 
因此 ， 在 教学 教学 中 “让 我 们 教 猜想 吧 !。 

显然 ， 就 内 容 的 难 易 程度 来 说 ，“ 同 角 三 角 函 数 的 基本 关系 
式 ” 是 比较 容易 的 , 而 且 关 系 式 也 是 非常 明显 的 ,但 是 , 值得 注意 
的 是 , 学 生 的 思维 并 不 一 定 能 够 自然 地 指向 “基本 关系 式 ”， 即 对 
于 学 生来 说 , 他 们 不 是 做 不 到 , 而 是 想不到 ,而 这 正 是 学 生 数学 思 
想 方 法 存在 缺陷 的 表现 ， 或 者 说 ， 这 正 是 数学 教学 所 应 该 着 重 做 
的 ; 既 使 学 生 能 做 到 ， 又 使 学 生 能 想到 ， 从 而 使 他 们 的 学 习 处 于 
自觉 的 状态 .而 这 又 是 照 本 宣 科 式 的 教学 所 难以 实现 的 。 


二 ”以 学 生 现 有 思维 发 展 水 平 为 依据 进行 教学 


“影响 学 习 的 唯一 最 重要 的 因素 ， 就 是 学 习 者 已 经 知道 了 什 
么 。 要 探 明 这 一 点 ， 并 应 据 此 进行 教学 .”( 奥 苏 伯 尔 ) 因此, 教师 
应 该 以 学 生 现 有 思维 发 展 水 平 为 依据 ， 选 择 与 学 生发 展 水 平 相 通 
应 的 学 习 材料 ， 为 学 生 设置 恰当 的 教学 情境 ， 使 学 生 对 新 知识 进 
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行 充分 的 思维 加 工 ,通过 新 知识 与 已 有 认 知 结构 之 间 的 相互 作用 ， 
使 新 知识 同化 〈 烦 应 ) 到 已 有 认 知 结构 中 去 ， 达 到 对 新 知识 的 相 
应 理解 。 

1. 对 学 生 提 出 恰当 的 要 求 

教师 在 设计 课堂 教学 过 程 时 ， 所 选择 的 问题 及 安排 的 活动 不 
但 要 适合 于 学 生 现 有 的 思维 水 平 ， 而 且 要 考虑 到 促进 学 生 的 思维 
向 下 一 个 思维 阶段 发 展 , 即 既 要 考虑 到 学 生 思维 能 力 水 平 的 限制 ， 
又 要 考虑 到 思维 发 展 的 潜 方 。 从 学 生 的 学 习 机 制 来 说 ,如 果 新 的 学 
习 经 验 与 现 有 的 思维 模式 一 致 ， 则 出 现 同化 学 习 ， 如 果 新 的 学 习 
经 验 要 求学 生 修正 已 有 认 知 结构 , 则 出 现 顺应 学 习 。 在 学 生 实际 的 
学 习 过 程 中 ， 同 化 与 顺应 总 是 同时 发 挥 作 用 ，。 相 互补 充 ， 从 而 引 
起 学 生理 解 水 平 的 不 断 提高 ， 认 知 结构 的 持续 发 展 和 完善 ， 这 就 
是 学 习 与 发 展 的 根本 机 制 .因此 ,教师 应 当 根 据 学 生 的 现 有 发 展 水 
平 ， 运 用 适当 的 、 具 有 新 奇 性 和 差异 性 的 具体 材料 ， 设 置 教学 情 
境 ， 以 保证 学 生 思 维 模式 的 某 种 顺应 的 出 现 。 例 如 , 教师 可 以 在 教 
学 情境 中 提供 逐步 变化 的 问题 系列 ， 使 学 生 在 解决 下 一 个 问题 时 
不 能 仅仅 沿用 上 一 问题 的 解决 方法 ， 这 时 学 生 就 会 出 现 疑 间 ， 为 
什么 已 有 的 方法 在 解决 前 一 问题 时 能 够 成 功 ， 而 现在 却 不 能 成 功 
了 呢 ? 这 样 就 出 现 了 理解 的 问题 .在 教学 情境 中 出 现 的 问题 应 尽 可 
能 贴近 学 生 的 实际 生活 ， 并 应 有 意识 地 提供 现实 生活 中 的 相关 问 
题 ， 以 便 引导 学 生 认识 所 学 知识 的 应 用 价值 ， 并 使 他 们 了 解 实际 
生活 ， 以 进行 有 效 的 思想 教育 。 

值得 注意 的 是 ， 在 一 个 教学 情境 中 ， 不 能 包含 太 多 的 要 求学 
生 修正 自己 的 认 知 结构 以 后 才能 获得 的 知识 ， 否 则 的 话 ， 或 者 学 
生意 识 不 到 问题 的 存在 ,或 者 被 它 的 要 求 搞 得 不 知 所 措 。 只 有 当 教 
学 情境 中 的 问题 的 新 奇 性 .差异 性 与 学 生 现 有 发 展 水 平 相 适应 时 ， 
才能 出 现 主动 学 习 。 这 里 要 防止 两 个 倾向 ， 一 是 不 恰当 地 求 高 求 
难 , 二 是 求 细 求全 .高 难 问题 学 生 无 从 下 手 , 而 求 细 求全 则 会 造成 
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学 生 思 维 的 混乱 .例如 , 高 一 学 生 学 习 宪 函数 ?一 的 性 质 时 , 要 
求学 生 将 nw 取 有 理 数 时 的 所 有 情况 都 区 分 出 来 ， 试 图 使 学 生 建 立 
起 一 个 完整 的 关于 等 函数 的 性 质 与 取 值 之 间 关 系 的 认 知 结构 ， 
这 种 要 求 是 不 恰当 的 ,事实 上 ， 强 迫 学 生 尝 试 他 们 无 力 做 到 的 事 
情 ， 只 能 把 学 生 的 学 习 引 向 死记 硬 背 ， 还 会 使 学 生 因 为 达 不 到 教 
师 的 要 求 而 怀疑 自己 的 学 习 能 力 ,从 而 大 大 伤害 其 学 习 自 信心 , 挫 
伤 其 学 习 积极 性 , 久而久之 会 使 学 生 厌 烦 数学 学 习 , 惧怕 学 校 , 形 
咸 一 个 不 断 加 剧 的 学 习 失 败 的 恶性 循环 。 

2. 从 具体 材料 、 具 体 动作 入 手 而 不 是 从 抽象 语言 入 手 进行 教 
学 

教科 书 为 教学 担 供 了 数学 语言 及 图 画 。 有 的 教师 认为 ,学 生 和 
教师 一 样 ， 也 能 容易 地 把 图 画 表 象 和 抽象 语言 符号 与 现实 客体 联 
系 起 来 ,能 依靠 图 画 表 象 和 抽象 语言 符号 对 客体 的 关系 进行 认识 。 
这 是 不 符合 实际 情况 的 ,许多 教学 失败 的 真正 原因 也 就 在 此 .事实 
上 ， 正 如 前 面 已 经 指出 的 ， 只 有 学 生 对 学 习 对 象 有 了 丰富 的 具体 
经 验 以 后 ， 才 能 使 学 生 对 学 习 对 象 进行 主动 的 、 充 分 的 理解 ， 达 
到 对 知识 及 其 关系 的 相应 水 平 的 认识 .因此 ,教师 应 把 教科 书 中 的 
图 画 转 化 为 具体 实物 ， 将 语言 转化 为 具体 材料 ， 通 过 引导 学 生 对 
这 些 具 体 事物 的 观察 、 感 知 和 理解 而 获得 丰富 的 具体 经 验 ， 帮 助 
学 生 硕 利 地 实现 同化 或 顺应 )。 

3. 尊重 学 生 现 有 发 展 水 平 

尊重 学 生 现 有 发 展 水 平 就 是 要 承认 学 生 学 习 能 力 上 的 限度 ， 
要 接受 学 生 看 待 问题 的 方式 方法 ， 要 容 肪 学 生 的 学 习 错 误 ， 并 看 
到 错误 背后 隐 含 的 合理 因素 .事实 上 ,学 生 有 自己 对 客观 事物 的 独 
特 理解 方式 , 也 许 , 这 种 理解 在 教师 看 来 是 不 全 面 、 不 合理 的 , 有 
时 其 至 是 错误 的 ， 但 是 对 学 生 自己 来 说 却 是 有 意义 的 ， 因 为 学 生 
是 在 他 现 有 思维 发 展 水 平 上 来 理解 事物 的 ， 是 从 他 自己 看 问题 的 
角度 来 看 待 事物 的 教师 只 有 充分 尊重 学 生 现 有 的 学 习 能 力 ,才能 
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使 他 的 教学 真正 促进 学 生 的 发 展 .错误 能 够 提供 反馈 , 它 是 构成 学 
生 学 习 过 程 的 一 个 自然 的 、 重 要 的 组 成 部 分 。 

另 一 方面 ， 从 现代 认 知 心理 学 观点 来 看 ， 学 生 的 学 习 是 以 现 
有 认 知 发 展 水 平 为 出 发 点 ， 以 “最 近 发 展区 ”为 定向 ， 在 不 断 的 
产生 错误 和 纠正 错误 的 过 程 中 进行 的 .学 生 只 能 在 错误 中 学 习 , 只 
有 在 成 功 与 失败 的 亲身 体验 中 才能 真正 领悟 和 掌握 所 学 知识 的 精 
神 实质 特别 是 思想 方法 ). 因 此 ， 在 数学 课堂 教学 中 ， 让 学 生 在 
学 习 中 经 历 适当 的 困难 ,使 学 生 有 通过 自己 的 独立 思考 而 克服 困 
难 的 机 会 ， 在 克服 困难 的 过 程 中 产生 失败 与 成 功 的 亲身 体验 ， 这 
是 学 生 “ 学 会 学 习 ” 的 根本 保证 .如 果 学 生 在 学 习 过 程 中 遇 到 的 困 
难 不 大 ， 缺 乏 在 容易 产生 错误 的 情景 中 的 亲身 体验 ， 那 么 ， 在 学 
习 过 程 中 的 这 种 无 挫折 性 会 掩盖 知识 理解 上 的 肤浅 性 \ 片 面 性 ,这 
就 会 造成 知识 记忆 的 困难 ， 使 知识 难以 灵活 运用 特别 是 难以 在 
复杂 情景 下 运用 ). 不 让 学 生 经 历 知识 的 发 生发 展 过 程 ， 未 经 学 生 
自己 的 独立 思考 就 告诉 学 生 结果 (内容 和 表现 形式 ), 这 事实 上 是 
剥夺 了 学 生 亲 身体 验 学 习 过 程 ,特别 是 体验 成 功 与 失败 的 机 会 , 结 
果 必 然 会 大 大 降低 学 习 的 质量 ,影响 学 生理 解 知 识 的 深刻 程度 和 
洞察 学 习 错 误 的 敏锐 程度 , 经常 造 成 学 习 上 的 “事后 诸葛 亮 ”( 常 
常 表现 为 自己 苦 苦 思索 不 得 要 领 ， 稍 加 点 拨 又 钳 然 大 悟 )。 

数学 教学 中 ， 教 师 应 当 根 据 自己 的 学 习 经 验 、 过 去 的 教学 经 
验 * 向 学 生 提出 能 纽 正 错 误 的 新 问题 ， 鼓 励 学 生 通过 思考 问题 中 
所 包含 的 材料 间 的 某 些 潜在 关系 ， 来 发 展 自己 的 推理 能 力 ， 获 得 
正确 认识 .而 有 些 错误 可 以 作为 疑问 先 存 于 学 生 的 记忆 之 中 , 待 他 
们 具备 相应 的 水 平时 , 再 让 他 们 重新 学 习 , 纠正 错误 .例如 , 在 证 
明 某 一 问题 时 ， 有 的 学 生 只 证 明了 特例 ， 显 然 ， 这 是 对 问题 的 一 
种 片面 理解 , 这 时 , 教师 应 当 看 到 学 生 证 明 中 包含 的 合理 因素 , 并 
就 学 生 认识 不 全 面 的 地 方 提出 新 间 题 。 

我 们 认为 ， 允 许 学 生出 错 ， 并 发 现 错误 中 的 合理 因素 ， 是 一 

215 


件 体 现 教师 的 专业 素养 和 教育 、 心 理 理论 素养 的 事情 ， 不 太 容 易 
做 到 ， 这 不 但 需要 教师 对 学 生 的 一 般 思维 能 力 发 展 水 平 有 深入 的 
了 解 ， 对 学 生发 展 的 个 别 差 异 心中 有 数 ， 而 且 还 要 求教 师 能 准确 
判断 学 生 对 问题 的 各 个 方面 的 理解 程度 ， 并 要 有 耐心 和 强烈 的 责 
任 感 。 

教师 必须 认识 到 ,学 生 的 真实 学 习 过 程 必然 包含 尝试 错误 ,不 
完善 的 推理 、 对 问题 认识 的 片面 性 和 间断 性 ， 必 然 要 经 历 一 个 从 
对 新 知识 的 一 无 所 知 到 知之 甚 少 到 逐渐 增多 的 过 程 , 这 种 不 协调 、 
不 完全 的 现象 是 达到 更 高 水 平 理解 所 必须 的 中 间 阶 梯 . 承 认 学 生 
发 展 水 平 的 限度 ， 苯 重 学 生 现 有 发 展 水 平 ， 就 要 为 学 生 提供 一 个 
宽松 自由 的 学 习 环境 ， 创 造 一 个 使 学 生 有 心理 安全 感 的 环境 ， 以 
促进 学 生活 动 的 自主 展开 .但 在 实际 教学 过 程 中 ,往往 出 现 这 样 的 
情况 ， 一旦 学 生出 错 ， 教 师 不 是 引导 学 生 分 析 错 误 原因 ， 而 是 直 
接 把 正确 解法 告诉 学 生 ， 然 后 ， 为 了 巩固 这 些 解法 ， 教 师 再 以 实 
质 内 容 及 表现 形式 完全 相同 的 问题 要 求学 生 重 复 再 现 解决 问题 的 
过 程 。 

4 和 给 学 生 充足 的 时 间 

我 们 知道 ， 数 学 学 习 主要 是 学 生 对 事物 的 数量 关系 和 结构 关 
系 的 认识 ,这 种 认识 需要 通过 学 生 的 自主 活动 才能 实现 .就 整个 学 
习 过 程 来 说 ， 学 生 要 经 过 三 种 不 同 水 平 的 活动 : 

首先 ， 在 直觉 水 平 上 对 不 同 材料 (包括 具体 实物 、 有 多 种 多 
样 联系 的 直觉 概念 等 》 进 行 理解 ， 获 得 对 相应 知识 的 大 量 感 性 认 
识 。 完 成 这 一 水 平 的 活动 后 ,学 生 就 能 比较 容易 地 看 出 不 同 材料 中 
所 包含 的 共同 的 数量 或 结构 方面 的 关系 .这 是 一 个 长 期 而 艰苦 的 
过 程 , 需要 花费 大 量 的 时 间 和 精力 .但 是 这 种 花费 是 值得 的 (也 是 
必须 的 )， 因 为 它 不 但 使 学 生 获 得 了 理解 相应 知识 所 必须 的 基础 ， 
而 且 还 丰富 了 学 生 的 活动 ， 从 而 有 助 于 学 生 形 成 对 数学 的 正确 夏 
法 ， 激 发 学 生 学 习 数 学 的 积极 性 。 
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其 次 ， 在 联系 水 平 上 ， 学 生 用 数学 的 语言 和 符号 来 描述 和 再 
现 直 觉 活 动 时 的 理解 .这 一 水 平 上 的 活动 其 抽象 水 平 更 高 ,对 事物 
的 数量 及 结构 关系 的 认识 更 加 深刻 、 全 面 ， 这 种 关系 在 这 一 水 平 
上 得 到 更 加 具体 详细 的 表述 .值得 注意 的 是 ,这 一 水 平 上 的 活动 与 
具体 材料 之 间 的 联系 仍然 是 十 分 紧密 的 ， 一 定 程度 的 抽象 认识 与 
直觉 水 平 的 理解 相互 交融 ， 从 低 水 平 的 抽象 逐渐 走向 高 水 平 的 抽 
象 。 

再 次 ， 在 符号 水 平 上 ， 学 生 用 数学 符号 对 相应 的 数量 关系 或 
结构 关系 进行 逻辑 推演 ， 并 用 前 两 种 水 平 上 的 活动 来 解释 用 符号 
表述 的 关系 及 其 推理 ,这 里 , 学 生 在 活动 过 程 中 的 身心 协调 、 对 关 
系 的 正确 的 逻辑 推演 都 不 是 短 时 间 所 能 完成 的 .学 生 在 相对 较 长 
的 时 间 内 ， 通 过 自主 的 活动 ， 不 但 在 他 们 的 发 展 水 平 上 以 他 自己 
的 方式 探索 他 们 所 面临 的 问题 ， 还 为 更 加 正规 的 学 习 方 法 构成 了 
一 个 逻辑 基础 .学 生花 费 很 多 时 间 进 行 探 索 活 动 ， 不 但 在 学 习 能 
力 ， 对 数学 的 兴趣 、 学 习 数 学 的 自信 心 等 方面 获得 很 大 的 收获 和 
补偿 ， 而 且 也 使 他 们 从 中 学 习 怎样 学 习 ， 怎 样 发 展 自己 ， 以 及 怎 
样 在 离开 学 校 后 继续 发 展 ， 这 正 是 素质 教育 所 应 追求 的 目标 。 

5. 注意 因材施教 

这 是 一 个 老生 常 谈 的 问题 ， 但 是 在 实际 的 教学 过 程 中 ， 这 一 
问题 处 理 得 并 不 理想 ,为 什么 要 因材施教 ?主要 是 学 生 的 发 展 存在 
个 体 差异 ， 这 种 差异 表现 在 兴趣 爱好 、 能 力 、 气 质 、 性 格 等 各 个 
方面 .尽管 学 生 的 发 展 呈 现 大 致 相同 的 阶段 性 ,相同 年 龄 阶段 的 人 
有 大 致 相 同 的 心理 特点 ,但 同 中 有 异 。 教 师 就 是 要 承认 并 且 重 视 这 
种 个 性 差异 ， 在 全 面 了 解 每 一 个 学 生 的 个 性 特点 的 基础 上 上， 在 达 
到 数学 教学 大 纲 规定 的 基础 要 求 的 前 提 下 ， 对 不 同学 生 提出 不 同 
的 要 求 ， 使 学 生 能 够 按照 自己 的 途径 和 方式 ， 达 到 各 自 所 能 达到 
的 发 展 水 平 .事实 上 ,让 每 一 个 学 生 都 对 数学 达到 最 喜欢 的 程度 是 
不 可 能 的 ,对 于 那些 不 太 宫 欢 数 学 的 学 生 , 教 师 除了 应 努力 设法 引 
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起 他 们 对 数学 的 兴趣 外 ， 还 应 当 实事 求 是 地 尊重 学 生 的 选择 ， 对 
他 们 提出 基本 要 求 ， 而 对 那些 特别 喜欢 数学 的 学 生 ， 则 应 当 为 他 
们 创造 更 多 的 学 习 数 学 的 机 会 和 条件 ,培养 他 们 的 数学 特长 ,在 我 
们 强调 数学 学 习 在 学 生 心 理发 展 中 的 重要 性 时 ， 还 应 该 特别 注意 
到 ， 数 学 并 不 是 学 生 学 习 的 唯一 学 科 ， 因而 数学 也 就 不 会 成 为 所 
有 学 生 都 特别 喜欢 的 学 科 , 因 此 ,在 数学 教学 中 对 学 生 提出 整齐 划 
一 的 要 求 是 不 适当 的 。 

当然 ， 承 认 差 异性 ， 尊 重 学 生 的 选择 ， 并 不 是 教师 被 动 接受 
学 生 的 选择 .教师 对 不 同 发 展 水 平 的 学 生 除了 提出 恰当 要 求 外 ,还 
要 采取 一 定 的 教学 措施 来 激发 学 生 学 习 数学 的 兴趣 .例如 ,教师 可 
以 通过 展示 数学 在 社会 发 展 和 人 的 个 体 发 展 中 的 作用 ， 通过 循序 
浙 进 地 向 学 生 提 出 问题 等 方式 ,使 学 生 经 常 感受 学 习 成 功 的 体验 ， 
从 而 提高 学 生 的 数学 学 习 积 极 性 。 


第 三 节 ”对 数学 教学 的 反思 


一 ”两 个 不 同 的 教学 实例 


《一 ) 平行 四 边 形 面 积 的 教学 

韦 特 海 默 在 《创造 性 思维 》-_- 书 中 叙述 了 这 样 一 个 教学 实例 ， 

在 一 节 “ 平 行 四 边 形 面积 ”的 公开 课 上 ， 主讲 教师 设计 了 如 
下 教学 过 程 . 

(1) 复习 长 方形 面积 的 求法 .教师 问 ， “上 一 节 课 我 们 学 了 长 
方形 面积 的 求法 ， 你 们 都 懂 了 吗 ?> 学 生 答 :“ 仅 了 1! 长 方形 面积 等 
于 两 边 之 积 .” 教 师 接 着 出 了 了 见 个 大 小 不 同 的 长 方形 问题, 学 生 很 
容易 地 解答 出 来 了 。 

(2) 教师 画 出 平行 四 边 形 ， 并 给 出 平行 四 边 形 的 定义 。 

《3》 教师 给 出 平行 四 边 形 面积 公式 ， 并 证 明之 ， 如 图 5. 3. 1， 
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过 DD 引 垂 线 DE, 得 A4ED, 过 C 引 垂 线 CF， 得 人 BFC。 由 于 两 
个 三 角形 全 等 ， 因 此 ， 平 行 四 边 形 4BCD 的 面积 等 于 长 方形 
EFCD 的 面积 .每 进行 一 步 , 教师 都 根据 已 学 过 的 定理 、 公 式 和 公 
理 ， 阐 明 相等 和 全 等 的 概念 .最 后 得 证 平行 四 边 形 面积 公式 。 


D C 

生 

1 

] 
~- -1 

4 E B 下 


图 5. 3.1 
(4) 练习 .教师 举 出 许多 大 小 、 边 长 , 角度 各 不 相同 的 平行 四 
边 形 ， 要 求学 生 求 出 它们 的 面积 。 

为 了 检验 自己 的 教学 效果 ， 教 师 让 一 个 学 生 在 黑板 上 演示 求 
平行 四 边 形 面积 的 方法 ,学 生 准 确 无 误 。 教 师 本 人 对 自己 的 教学 效 
果 颇 为 自得 , 许多 人 也 可 能 认为 这 节 课 很 好 , 达到 了 教学 目的 。 然 
而 , 韦 特 海 默 却 想 :“ 学 生 学 到 了 什么 呢 ? 他 们 思考 了 没有 ?他 们 掌 
握 了 要 点 没有 ?” 很 可 能 , 他 们 所 做 的 与 盲目 的 重复 几乎 没有 什么 
差别 .为 此 , 他 向 学 生 夯 了 一 个 图 (如 图 5. 3. 2), 请 学 生 求 出 面积 。 
有 些 学 生 吃 了 一 惊 。 有 一 个 学 生 举 手 : “我 们 还 没有 学 过 这 个 样 
的 .” 其 他 学 生 模 仿 老师 上 一 节 课 的 证 明 , 画 出 了 图 ,然后 有 点 性 
感 ， 不 知 所 措 。 另 有 些 学 生 则 容光 焕发 ， 别 出 了 辅助 线 〈 如 图 
5. 3. 3)， 或 把 纸 转 45"， 再 画 辅 助 线 。 





图 5. 3.2 图 5. 3.3 


显然 ,上 述 结果 表明 ,大 多 数学 生 并 没有 真正 理解 所 学 内 容 ， 
而 是 通过 机 械 记忆 和 重复 ， 记 住 了 相应 的 结论 和 操作 方法 。 

从 上 面 的 例子 中 可 以 看 到 , 学 生 在 课堂 上 所 看 到 的 、 听 到 的 ， 
都 不 需要 通过 理解 ， 全 部 步骤 都 是 从 天 而 降 的 ; 步骤 的 内 容 、 方 
向 、 整 个 过 程 不 是 由 于 情境 的 内 在 要 求 合理 地 产生 出 来 ; 一 切 看 
来 都 是 随意 的 ,对 于 问题 的 关键 或 本 质 是 盲目 无 知 的 。 在 学 生 的 学 
习 过 程 中 ， 没 有 他 们 自己 真正 的 思维 活动 ， 学 生体 会 不 到 他 们 自 
己 的 顿悟 、 欧 然 开朗 的 东西 一句 话 ， 
他 们 所 进行 的 只 是 对 教师 所 教 内 容 的 
表面 模仿 , 缺乏 最 主要 的 东西 , 即 对 公 
式 、 法 则 的 本 质 理解 .实际 上 ， 对 于 长 
方形 面积 公式 S$ 一 a.5， 不 能 仅仅 理解 
为 “两 数 之 积 ”， 而 应 理解 为 (如 图 
5.3. 4) : a 代表 一 排 中 单位 正方 形 的 个 数 , 5 代表 排 的 数目 .因而 ， 
a 与 5 在 结构 上 和 机 能 上 都 有 不 同 的 含义 .事实 上 , 长 方形 面积 在 
结构 上 的 基本 特征 是 (以 长 与 宽 都 是 整数 为 例 ): 每 一 行 的 单位 正 
方形 数目 都 相等 ,心理 学 家 指出 ,对 这 样 的 结构 的 理解 程度 直接 决 
定 了 相关 知识 在 后 续 学 习 中 迁移 的 质 和 量 如 果 学 生理 解 了 这 样 
的 结构 特征 , 那么 , 他 在 解决 平行 四 边 形 甚至 是 梯形 的 面积 时 , 就 
会 理解 教师 改造 平行 四 边 形 或 梯形 的 目的 , 即 把 图 形 转化 为 一 个 
和 矩形 ,对 平行 四 边 形 或 梯形 结构 特征 的 理解 ,是 在 理解 长 方形 整体 
结构 特征 的 基础 上 ， 通 过 学 生 自己 对 图 形 的 操作 活动 而 产生 的 一 
种 顿悟 一 一 平行 四 边 形 与 长 方形 在 结构 上 的 内 在 联系 因此 ,教学 
中 应 该 强调 学 生 的 主体 活动 ， 强 调 学 生 通过 自己 的 观察 来 领悟 平 
行 四 边 形 的 结构 ， 理 解 平行 四 边 形 与 长 方形 面积 结构 上 的 内 在 联 
系 性 。 

(二 ) 函数 知识 的 教学 

报纸 上 有 这 样 一 则 消息 ， 某 林场 ， 因 为 当地 民众 的 环境 和 道 
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图 5. 3.4 


德 意 识 比较 差 , 成 年 人 经 常 去 林场 偷 伐 树木 , 儿童 任意 毁坏 幼林 ， 
致使 林场 损失 严重 .为 了 保护 森林 ， 提 高 民众 的 环境 和 道德 意识 ， 
林场 在 当地 政府 的 配合 下 ,采取 了 一 项 赔偿 措施 :以 树 换 树 , 开 始 ， 
林场 用 的 是 “以 一 换 一 ”的 方法 , 即 一 棵 比如 说 胸径 12 cm 的 树 可 
以 用 一 棵 胸径 任意 大 小 的 树 来 蔡 换 .后 来 ,林场 觉得 这 种 方法 不 合 
适 , 就 用 了 第 二 种 “以 一 换 一 ”方法 , 例如 ,一 棵 胸径 为 12 cm 的 
树 可 以 用 4 棵 网 径 为 3 cm 的 树 或 3 棵 胸径 为 4 cm 的 树 来 替换 。 现 
在 ， 林 场 党 得 这 种 方法 也 不 合适 ， 又 改 用 第 三 种 “以 一 换 一 ” 方 
法 ， 即 测量 胸径 后 算出 寞 截面 面积 ， 用 作 赔 偿 的 树 的 相应 横 截 面 
面积 (或 面积 之 和 ) 必须 与 此 相等 。 

有 一 位 正在 教 函 数 概念 的 教师 读 到 这 则 消息 后 ， 认 为 这 个 
“树木 赔偿 问题 ”可 以 作为 函数 教学 的 出 发 点 。 他 觉得 这 是 一 个 来 
源 于 学 生生 活 实际 的 问题 ， 学 生 了 解 它 ， 而 且 通 过 这 样 的 问题 解 
决 过 程 ， 可 以 引导 学 生体 验 数学 研究 的 真正 过 程 ， 让 学 生 感 受到 
做 数学 研究 其 实 也 是 一 件 平常 的 事情 ， 使 他 们 树立 起 有 能 力 用 数 
学 来 理解 自己 身边 的 新 事物 的 自信 。 这 位 老师 在 给 学 生 念 了 报纸 
上 的 消息 以 后 ， 要 求学 生 先 考虑 如 何 痊 换 一 棵 胸径 为 12 cm 的 树 
的 问题 , 并 将 学 生 分 成 了 若干 个 小 组 .显然 , 如 果 用 作 替 换 的 树木 
的 胸径 各 不 相同 ， 则 问题 非常 复杂 ， 于 是 ， 为 简单 计 ， 老 师 又 让 
学 生 假 定 用 作 赔 偿 的 树木 的 胸径 是 相同 的 ， 且 胸径 的 范围 在 0 一 
12 cm。 另 外 ， 老 师 还 提出 ， 应 该 把 用 作 赔 偿 的 树木 棵 树 看 作 是 其 
胸径 的 函数 。 接 着 就 要 求学 生根 据 三 种 不 同 赔偿 方法 画 出 图 象 , 并 
写 出 函数 的 对 应 法 则 。 

在 引进 生活 中 的 真实 事例 后 ， 经 过 适当 的 简化 处 理 ， 再 要 求 
学 生 去 解决 ,这 是 问题 解决 中 必 不 可 少 的 一 步 。 在 此 基础 上 表 出 项 
数 图 象 ,这 对 学 生 深入 理解 问题 情景 非常 重要 .因为 描 点 的 过 程 就 
是 学 生 对 函数 的 自 变量 和 因 变 量 之 闻 如 何 作用 的 一 个 深入 考察 过 
程 ， 也 即 是 对 函数 性 质 的 深入 考察 过 程 ， 这 也 为 后 面 的 “代数 
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化 ”提供 了 直观 的 、 理 性 的 基础 ， 由 此 学 生 可 以 清楚 地 看 出 每 一 
种 方案 对 应 的 函数 关系 。“ 树 木 赔偿 问题 ”包含 了 丰富 的 数学 关 
系 , 但 对 学 生来 说 , 领悟 这 种 关系 需要 一 定时 间 。 另 外 , 教师 必须 
注意 ， 学 生 对 问题 产生 的 实际 背景 的 了 解 和 领悟 是 学 生 自己 构造 
问题 解决 方法 的 前 提 。 

在 接 下 来 的 小 组 活动 中 ， 学 生 通过 选择 数据 、 计 算 坐 标 、 描 
点 等 操作 , 对 问题 情景 进行 了 深入 的 探索 , 然后 画 出 了 图 象 。 在 画 
出 的 图 象 中 ， 有 的 是 一 条 光滑 的 曲线 〈 图 5. 3. 5 (1))， 有 的 是 一 
些 点 〈 图 5. 3. 5 (2))。 学 生 们 对 各 点 是 否 应 该 联结 起 来 的 问题 展开 
了 激烈 的 讨论 ， 讨 论 集中 于 这 样 的 事实 用 作 替 换 的 树 的 株数 是 
离散 的 量 ， 而 胸径 的 厘米 数 却 是 一 个 连续 的 变量 〈 尽 管 学 生 没有 
用 这 些 术 语 )。 经 过 讨论 ， 大 家 一 致 兴 为 ， 各 点 不 能 联结 起 来 ， 因 
为 其 中 的 一 个 变量 是 不 连续 的 .显然 ,这 样 的 讨论 对 于 学 生理 解 函 
数 概念 是 大 有 好 处 的 。 





(1 (2) 
z+ 一 一 树 的 棵 数 ?一 一 树 的 胸径 
图 5. 3.5 
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在 写 函 数 表达 式 时 , 有 些 学 生出 现 了 困难 , 但 经 过 老师 指导 、 
学 生 之 间 的 交流 ， 大 多 数学 生 最 后 都 写 出 了 第 二 种 方法 的 函数 表 


达 式 是 ; n 一 至 , 有 的 学 生 写 出 了 第 三 种 方法 的 表达 式 是 x 一举， 
当 老师 告诉 学 生 ， 他 们 已 经 用 到 了 双 曲 线 及 另外 一 些 复杂 的 函数 
时 ， 学 生 们 感到 非常 兴奋 。 

接着 ,老师 让 各 小 组 的 学 生 进 行 自 编 习题 的 练习 .对 于 像 书本 
上 类 似 的 问题 ， 学 生 基本 上 能 够 编 出 ， 但 老师 要 求学 生 尽量 地 纺 
写 出 具有 挑战 性 的 问题 ,并 在 同学 之 间 进 行 交流 ,尽管 构造 一 个 富 
有 挑战 性 的 问题 非常 困难 ， 但 是 它 有 利于 学 生 对 问题 的 理解 ， 体 
会 什么 是 问题 以 及 问题 的 难 易 程度 是 由 哪些 因素 决定 的 .学 生 对 
于 编写 问题 , 特别 是 编写 所 谓 “好 的 问题 ”有 各 种 各 祥 的 看 法 ,而 
且 在 开始 时 他 们 并 不 习惯 于 编 题 .为 了 使 学 生 有 充分 的 时 间 思考 ， 
老师 让 学 生 以 小 组 为 单位 先 讨论 几 天 ,然后 再 到 课堂 上 来 讨论 . 几 
天 后 的 数学 课 上 ,老师 让 学 生 给 出 讨论 结果 ,几乎 所 有 学 生 都 写 出 
了 类 似 于 “赔偿 一 标 胸 径 为 12 cm 的 树 ， 用 胸径 为 3 em 的 树 比 用 
胸径 为 4 cm 的 树 要 多 几 棵 ?” 这 样 的 问题 .而 且 , 学 生 小 组 活动 的 
结果 表明 , 他 们 是 极 富 创造 力 的 , 有 的 小 组 给 出 了 新 的 替换 方法 ， 
即 1 em 换 1 cm, 他 们 假设 ,如 果树 的 直径 每 增加 1 cm, 则 树 高 增 
加 1 cm 的 话 ， 按 平方 厘米 赔偿 与 按 立 方 厘米 赔偿 有 什么 不 同 虽 
然 学 生 的 假设 不 符合 实际 ,但 却 引起 了 学 生 进行 实际 调查 的 想法 。 
另 一 个 小 组 则 希望 知道 ， 从 第 一 种 方法 到 第 二 种 方法 的 增长 与 从 
第 二 种 方法 到 第 三 种 方法 的 增长 之 间 的 不 同 .有 的 小 组 的 问题 就 
连 老师 也 不 能 解决 , 另 有 的 问题 似乎 没有 好 的 解决 方法 ,当然 , 也 
有 学 生 只 能 从 几何 上 直观 地 理解 问题 ， 而 不 能 用 代数 方法 给 出 解 
答 ,从 结果 来 看 ,学生 们 者 乐于 创造 难题 ,希望 准 个 别人 ,而 自己 
则 努力 地 去 解决 他 人 提出 的 问题 .在 这 个 过 程 中 ,学 生体 会 了 怎样 
去 构造 一 个 好 的 数学 问题 ， 至 少 他 们 不 会 再 对 构造 数学 问题 有 太 
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多 的 神秘 感 。 

在 这 样 的 教学 中 ， 学 生还 体验 到 了 数学 是 如 何 被 用 来 探索 和 
解决 复杂 的 实际 问题 的 他们 从 中 看 到 ， 每 一 次 “以 一 换 一 ”的 改 
变 , 都 使 函数 关系 变 得 复杂 了 , 同时, 林场 也 获得 了 更 多 的 赔偿 。 
学 生 不 但 看 出 了 这 一 点 ,而 且 还 用 自己 的 方法 表达 出 了 每 个 关系 
式 。 当 然 , 这 个 过 程 相对 于 向 学 生 直 接地 给 出 函数 的 定义 , 再 让 学 
生 通过 练习 而 热 悉 有 关 操 作 的 教学 过 程 要 漫长 得 多 ， 教 师 的 劳动 
也 更 加 艰苦 ， 但 是 在 这 样 的 教学 中 ， 学 生 显然 能 够 学 得 更 多 、 更 
好 些 , 因 为 在 这 样 的 教学 中 ， 教 师 的 创造 性 确实 得 到 了 充分 的 发 
挥 ， 主 体 作 用 得 到 了 充分 的 体现 ， 数 学 知识 发 生发 展 的 过 程 性 得 
到 了 更 加 充分 的 展现 ， 学 生 的 自主 活动 也 开展 得 更 加 充分 。 


二 ”对 数学 教学 的 新 看 法 


显然 , 上 述 两 种 教学 的 效果 是 截然 不 同 的 ,长 期 以 来 , 教师 都 
在 抱怨 学 生 的 数学 学 习 能 力 ， 而 学 生 也 在 潜意识 中 认为 自己 没有 
能 力学 好 数学 ,“ 只 有 那些 非常 聪明 的 人 才能 学 好 数学 ”是 经 常 能 
够 折 到 的 一 句 话 .实际 上 , 学 生 心目 中 的 那个 “学 不 好 的 数学 ” 往 
往 是 指 常规 的 计算 和 按 规 则 进行 操作 (通常 是 形式 证 明 ) 的 数学 ， 
是 需要 进行 大 量 记 忆 和 练习 的 “大 杂烩”。 

过 去 ， 对 数学 教材 的 认识 往往 是 ， 由 一 些 基本 概念 按照 一 定 
的 逻辑 顺序 组 织 成 的 知识 体系 .因此 ,学 生 的 学 习 就 是 从 最 基本 的 
概念 出 发 , 根据 逻辑 顺序 一 步 步 地 走向 复杂 , 就 好 像 造 房子 一 样 ， 
从 地 基 开 始 ,用 一 块 块 砖 砌 成 墙 而 最 后 盖 成 .这 种 看 法 对 于 认 清 将 
一 个 复杂 的 问题 分 解 成 简单 的 ,基本 的 问题 的 过 程 是 有 好 处 的 , 它 
提醒 我 们 应 该 怎样 把 教学 中 的 各 种 问题 组 织 成 一 个 相互 联系 的 有 
机 整体 但是, 它 却 扼 盖 了 学 生 学 习 的 内 部 机 制 , 而 且 也 曲解 了 学 
习 内 容 。 因 为 人 的 学 习 并 不 一 定 是 从 最 基础 的 地 方 开 始 一 点 点 地 
按 退 辑 顺 序 前 进 的 ， 不 一 定 要 在 完全 具备 基础 后 才能 进入 下 一 阶 
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续 的 学 习 。 学 生 可 能 在 没有 充分 的 、 准 确 的 知识 准备 的 时 候 就 开始 
新 知识 的 学 习 ， 并 且 会 把 自己 对 问题 的 理解 和 已 有 的 观念 都 带 人 
学 习 过 程 .在 学 习 过 程 中 , 随 着 认 知 活动 的 深入 , 这 些 不 太 确切 的 
理解 会 变 得 确切 起 来 ， 不 太 准 确 、 不 太 清 晰 的 知识 准备 会 变 得 准 
确 、 清晰 , 这 就 是 新 旧 知 识 相 互 作用 的 机 制 。 在 学 习 新 知识 之 前 要 
求学 生 掌握 齐全 的 基础 ， 往 往 会 使 学 生 陷入 “ 见 木 不 见 林 ” 的 境 
地 ， 不 知道 该 把 砖 砌 成 怎样 的 墙 。 
我 们 不 能 简单 地 将 作为 学 校 课程 的 数学 看 成 是 按照 逻辑 顺序 
组 织 起 来 的 概念 、 诛 理 的 集合 ， 而 应 该 将 它 看 成 是 由 类 似 于 问题 
. 形成 、 猜 想 、 检 验 、 论 证 等 过 程 组 成 的 .这 样 , 数学 学 习 也 就 不 能 
仅仅 看 成 是 掌握 规定 的 程序 或 记 住 定理 ,公式 和 法 则 等 ,数学 学 习 
是 “模式 ”的 学 习 ， 包 括 通 过 观察 具 体 事例 而 获得 对 模式 的 直 沉 
概括 ; 对 不 同 猜想 的 正确 性 的 分 析 、 比 较 、 讨 论 等 ， 领 会 基本 概 
念 ， 并 掌握 概念 应 用 的 条 件 ， 等 等 。 
数学 学 习 并 不 只 是 接受 并 记 住 一 些 可 以 传递 的 信息 ， 教 学 实 
践 表 明 ， 只 有 学 生 真正 建构 起 自己 的 理解 时 ， 数 学 学 习 才 是 富有 
成 效 的 。 数 学 建构 活动 既 有 新 概念 的 获得 ,又 有 对 已 有 知识 的 重新 
组 织 . 因 此 ,教师 在 教学 过 程 中 应 该 充分 注意 到 已 有 知识 对 新 知识 
学 习 的 影响 。 有 人 对 初中 生 在 代数 入 门 时 所 发 生 的 困难 进行 过 实 
验 研究 ,发 现 学 生 在 小 学 获得 的 大 量 算术 经 验 的 影响 非常 关键 , 例 
如 在 开始 学 习 一 元 一 次 方程 时 ,学 生 往 往 把 等 号 看 成 是 结果 符号 ， 
那 等 号 的 右边 一 定 是 等 号 左边 计算 的 结果 ,于 是 , 学生 对 3zx 十 5 二 
17 这 样 的 方程 或 多 或 少 有 些 理解 ， 因 为 它 的 右边 只 有 一 项 ， 是 某 
种 运算 的 结果 ， 但 对 象 3z 十 5 一 z 十 17 这 样 的 方程 总 觉得 不 好 理 
解 ， 他 们 觉得 式 子 似乎 没有 写 完 ， 因 为 右边 仍然 是 一 种 加 法 的 形 
式 , 为 了 让 学 生 明 白 等 号 是 一 个 关系 符号 而 不 是 结果 符号 ,教师 需 
要 做 很 多 工作 .显然 ， 教 师 应 该 重视 学 生 从 算术 中 建立 起 的 经 验 ， 
让 学 生 有 一 个 重新 组 织 这些 经 验 来 建构 对 代数 知识 的 理解 的 机 
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会 。 
另外 ， 数 学 学 习 和 需要 交流 ， 这 也 就 是 我 们 曾经 强调 过 的 数学 
的 “社会 性 ”。 学 生 不 仅 是 听 ， 而 且 还 要 有 机 会 说 ， 有 机 会 讨论 他 
们 所 观察 到 的 事物 ， 数 学 过 程 怎 样 得 以 进行 ， 答 案 为 什么 是 正确 
的 , 等 等 .数学 发 展 的 历史 告诉 我 们 , 数学 交流 对 于 数学 思想 方法 
的 产生 具有 非常 重要 的 意义 ， 但 是 ， 学 完 中 学 数学 的 学 生 往往 认 
识 不 到 这 一 点 , 更 多 的 是 认为 数学 就 是 加 碱 乘 除 , 数学 就 是 计算 、 
解 方程 、 证明, 等 等 ,他 们 把 数学 看 成 是 与 自己 毫 无 关系 的 历史 ， 
是 早已 被 完成 的 、 完 全 确定 的 形式 体系 .教学 实践 已 经 表明 ,学生 
头脑 中 的 这 种 数学 观 ， 对 于 数学 学 习 没有 好 处 ， 不 但 导致 数学 情 
感 的 恶化 ,而 且 导 致 数学 学 习 脱 高 实际 生活 。 数 学 的 “社会 性 ” 表 
明 ， 学 生 在 数学 课堂 中 不 仅仅 学 到 了 数学 知识 ， 而 且 还 学 到 了 行 
为 方式 .紧密 联系 实际 的 数学 教学 使 学 生 明 白 了 哪些 东西 是 社会 
需要 而 必须 认真 学 习 的 ， 知 道 了 各 种 数学 能 力 、 数 学 语言 等 在 他 
们 的 日 常生 活 、 交 往 、 竞 争 、 合 作 等 中 的 意义 ， 学 会 了 怎样 努力 
学 习 , 怎样 与 人 交往 ,怎样 确定 交流 问题 和 交流 方式 等 .因此 , 一 
节 好 的 数学 课 ， 应 该 是 在 教师 的 组 织 下 全 体 学 生 积极 参与 教学 过 
程 的 课 ， 是 师 生 之 间 、 学 生 之 间 进 行 高 质量 讨论 而 取得 共识 〈 即 
对 所 学 知识 的 本 质 达成 一 致 理解 ) 的 课 ， 这 样 的 课堂 上 ， 学 生 的 
思维 处 于 高 度 运转 状态 ， 知 识 是 通过 学 生 按照 自己 的 方式 而 获得 
的 。 为 了 领会 知识 ， 他 们 必须 对 数学 课程 中 的 各 种 动词 ， 如 “ 检 
验 "、“ 表 达 ”、“ 变 换 ”“ 解 决 "“ 应 用 "、“ 证 明 "“ 交 流 ” 等 , 进 
行 亲 身 实践 ， 获 得 切身 体验 。 
与 数学 课堂 教学 紧密 联系 在 一 起 的 另 一 个 问题 是 数学 应 用 。 
那 种 最 优美 的 数学 是 “纯粹 的 ”只 有 纯粹 的 演绎 和 证 明 体 系 才 是 
真正 的 数学 的 观念 已 经 开始 动摇 ,计算 机 的 高 速 发 展 加 速 了 人 们 
对 数学 的 看 法 的 改变 。 数 学 在 计算 机 科学 发 展 中 的 决定 性 作用 不 
但 使 数学 的 各 个 领域 都 找到 了 合适 的 用 武之 地 ， 而 且 也 改变 着 数 
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学 本 身 的 面 狂 .然而 这 种 变换 并 没有 在 数学 课堂 中 得 到 反映 ,数学 
课堂 仍然 保持 了 传统 ， 数 学 应 用 仍然 没有 找到 它 应 有 的 位 置 ， 其 
原因 可 能 是 教师 不 热 悉 所 教 的 知识 可 以 在 哪些 方面 得 到 应 用 ， 也 
可 能 是 为 了 升学 而 不 愿意 把 宝贵 的 时 间 浪 费 在 “数学 以 外 ”的 活 
动 上 .但 是 ， 数 学 的 实际 应 用 对 于 理解 数学 是 非常 重要 的 .数学 可 
以 应 用 于 经 济 学 、 物 理学 、 工 程 学 、 生 物 学 乃至 人 类 的 一 切 活动 
领域 .通过 对 实际 问题 情景 的 深入 理解 ,再 构造 出 一 个 相应 的 数学 
模型 ， 通 过 这 个 模型 而 反映 出 要 解决 的 问题 ， 这 是 数学 应 用 的 常 
规 之 路 ,通过 这 种 活动 ,可 以 使 学 生 逐 渐 看 出 所 学 数学 知识 的 相互 
联系 , 这 是 学 生 获得 数学 学 习 动 力 的 源泉 ,因此 , 教师 应 该 注意 开 
发 、 收 集 和 创造 一 些 实际 问题 情景 来 为 教学 服务 ， 使 学 生 有 机 会 
应 用 学 过 的 那些 概念 和 技能 .这 种 做 法 可 以 消除 传统 教学 中 应 用 
知识 的 “假象 ”一 一 在 学 生 刚 刚 学 完 某 一 知识 以 后 ， 就 给 出 一 个 
“应 用 题 "”， 要 求学 生 于 以 解答 ， 而 所 谓 应 用 ， 只 不 过 是 机 械 的 辨 
别 、 模 念 和 重复 .例如 ， 上 面 举 出 的 “树木 赔偿 问题 "?， 教 师 不 一 
定 要 在 讲 完 函 数 这 个 单元 以 后 再 要 求学 生 解决 ， 而 可 以 从 给 出 最 
初 的 “一 棵 换 一 棵 ”方案 入 手 ; 让 学 生 讨论 这 种 方案 的 不 合理 性 ， 
并 提出 改进 方案 ,思考 改进 后 所 可 能 带 来 的 影响 。 对 于 所 提出 的 方 
案 ， 可 以 通过 画 出 图 象 的 方法 进行 检验 、 论 证 、 讨 论 ， 即 使 有 的 
方案 目前 解决 不 了 ,也 可 以 通过 画 出 图 象 而 对 它 有 些 感性 认识 , 教 
师 说 明 不 能 解决 的 原因 而 把 它 留 待 今后 解决 .但 是 ,在 这 样 的 过 程 
中 ， 我 们 的 目标 找 出 重要 的 和 次 要 的 变量 、 构 造 数 学 模型 、 利 
用 模型 对 有 关 问 题 进行 探讨 等 ， 仍 然 可 以 实现 。 

与 数学 应 用 直接 相关 的 是 问题 的 提 法 .过 去 ,我 们 所 习惯 的 是 
“经 典 性 ”或 “学 院 式 ”问题 ; 问题 的 提 法 有 固定 的 格式 , 给 出 的 
条 件 不 多 不 少 ， 问 题 一 定 可 以 解决 ， 答 案 是 唯一 的 ， 等 等 .显然 、 
这 样 的 问题 与 “树木 赔偿 问题 ”一 一 所 谓 的 开放 式 问 题 ， 是 完全 
不 同 的 。 开 放 式 的 问题 可 以 有 多 层次 的 回答 ,可 以 有 多 种 形式 的 答 
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案 ， 因 此 它 能 适合 于 大 多 数学 生 探索 研究 ， 让 学 生 对 开放 式 问 题 
进行 分 组 讨论 时 ,教师 不 必 担 心 学 生 不 能 提出 问题 展开 讨论 。 在 教 
师 的 帮助 下 领会 了 问题 涵义 的 学 生 一 般 都 能 发 现 问题 〈 尽 管 开始 
时 可 能 比较 困难 ), 例如 有 的 是 将 问题 具体 化 , 有 的 是 对 问题 进行 
再 加 工 ， 等 等 .总 之 ， 他 们 会 选择 问题 的 某 一 方面 进行 探究 .如 果 
在 某 一 方面 进行 不 下 去 , 就 回 到 问题 的 初始 状态 , 寻找 新 的 方法 。 
对 于 开放 式 的 问题 ， 学 生 可 能 会 提出 一 些 教师 所 意 想不到 的 解决 
思路 ， 使 教师 处 理 起 来 有 些 埋 手 ， 但 这 往往 更 能 激发 学 生 解 决 问 
题 的 兴趣 ， 这 种 兴趣 可 以 引导 学 生 深 入 地 思考 问题 ， 使 数学 课堂 
成 为 一 个 可 以 进行 探索 和 创造 的 场所 。 

更 进一步 的 问题 是 ,学 生 应 该 有 自己 构造 问题 的 实践 机 会 .如 
果 学 生 只 解决 那些 构造 好 的 间 题 ， 而 解决 这 些 问题 所 需 的 知识 又 
总 是 学 生 热 悉 的， 那么 学 生 怎么 能 够 学 会 处 理 那些 数学 关系 不 太 
明显 的 实际 问题 呢 ? 为 了 帮助 学 生发 展 构造 问题 的 能 力 ,教师 可 以 
给 他 们 提供 一 些 没有 构造 好 的 和 部 分 构造 好 的 问题 让 学 生 重新 叙 
述 , 并 可 以 采取 小 组 比赛 的 办 法 , 看 娜 个 小 组 构造 的 问题 最 好 , 给 
出 的 解答 漂亮 .例如 , 现在 优惠 销售 商品 非常 普遍 , 有 的 教师 就 在 
班级 学 习 园地 出 这 样 的 构造 问题 ; 

有 一 位 同学 用 4. 95 元 人 民 币 购买 了 一 本 童话 书 , 并 获得 了 7 只 
的 优 意 9 ee 

让 学 生 解 答 ,并 要 求全 班 同 学 投票 选 出 最 好 的 一 个 ,学 生 通 过 
小 组 讨论 , 提出 了 各 种 各 样 的 问题 .有 的 立即 提出 “这 本 书 的 原价 
为 多 少 ?” 有 的 则 提出 “如 果 他 付 了 10 元 ,， 则 应 找 回 多 少 ?” 等 等 。 
被 评 为 最 好 的 问题 是 

-有 一 位 同学 用 4. 90 元 人 民 币 购买 了 一 本 童话 书 ， 该 书 的 原价 
是 5. 30 元 ， 那 么 优惠 率 是 多 少 ? 

这 个 小 组 给 出 的 答案 是 ，0. 40 元 的 优惠 ， 按 照 计 算 来 说 优惠 
率 是 7. 547%， 但 是 实际 的 优惠 率 可 能 比 它 高 或 低 , 因此 ， 比 较 合 
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理 的 答案 是 7%% 或 8% 。 

显然 ， 这 样 的 回答 不 仅 反 映 了 学 生 对 于 比例 概念 的 理解 ， 能 
够 进行 丛 当 的 计算 ,而 且 还 反 喘 了 学 生 对 社会 生活 实际 的 了 解 , 对 
估算 的 深刻 理解 .这 个 过 程 中 所 反映 出 的 能 力 是 仅仅 做 “经 典 性 ” 
问题 所 难以 培养 的 .让 学 生 写 出 他 们 自己 的 问题 及 改变 已 有 问题 
( 即 所 谓 的 编 题 ) 是 一 种 有 效 的 教学 策略 , 它 可 以 使 学 生 看 清 问题 
的 结构 ， 使 学 生 积极 参与 到 将 问题 转化 为 他 们 热 悉 的 问题 的 活动 
中 来 ， 这 对 于 激发 学 生 的 学 习 热 情 、 竞 争 意识 都 有 好 处 ， 还 可 以 
使 学 生 获得 成 就 感 ,教师 还 可 以 从 中 了 解 到 学 生 在 理解 问题 情景 
时 所 可 能 过 到 的 困难 ， 理 解 中 所 可 能 出 现 的 问题 。 

过 去 ， 在 教学 过 程 中 ， 提 出 问题 或 构造 问题 这 个 环节 几乎 是 
被 忽视 的 ,数学 课本 中 也 难得 见 到 提出 问题 的 情景 根据 现代 社会 
对 学 校 教育 所 提出 的 新 要 求 ， 我 们 认为 应 当 重 视 提出 问题 或 构造 
问题 的 作用 ， 无 论 是 对 于 发 展 思 维 能 力 还 是 发 展 其 他 能 力 ， 构 造 
问题 所 起 的 作用 都 会 是 非常 重要 的 。 

与 数学 应 用 相关 的 另 一 个 问题 是 要 鼓励 学 生 猜 想 ， 这 是 由 数 
学 的 不 确定 性 一 面 所 决定 的 .过 去 ， 人 们 所 习惯 的 是 数学 的 确定 
性 ， 从 条 件 到 过 程 和 结论 都 是 确定 的 ， 逻 辑 推理 、 证 明 的 重要 性 
被 反复 强调 ， 一 切 都 要 按部就班 ,要 按照 推理 规则 行事 但 是 实 
际 生 活 中 的 事物 并 不 都 是 完全 确定 的 ， 相 反 ， 从 整体 上 说 事物 总 
是 处 于 变化 之 中 的 ， 不 确定 性 是 主要 的 ， 数 学 的 发 展 也 并 不 是 从 
一 开始 就 是 确定 的 .从 学 生 的 认 知 发 展 来 说 ,也 有 一 个 从 简单 到 复 
杂 、 从 单一 到 综合 的 过 程 ， 对 事物 的 认识 也 是 从 片面 到 全 面 而 发 
展 的 .因此 ， 从 一 开始 就 要 求学 生 进行 逻辑 推理 、 对 问题 作出 确定 
的 回答 , 这 是 不 符合 实际 的 .这 样 ， 在 数学 教学 中 , 我 们 就 应 当 更 
多 地 关注 其 他 的 一 些 重 要 的 数学 过 程 ,猜想 就 是 其 中 之 一 。 当 学 生 
有 机 会 进行 数学 猜想 时 ,他 们 便 与 数学 的 实际 过 程 非常 接近 了 ,与 
数学 的 实际 应 用 紧密 地 联系 在 一 起 了 .学 生 进 行 猜想 的 过 程 就 是 
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一 个 数学 研究 的 真实 过 程 .可 以 说 ,数学 证 明 对 许多 学 生 都 是 困难 
的 ,但 作出 某 种 猜想 ， 并 对 之 进行 一 些 推理 ， 则 是 每 个 学 生 都 能 
做 的 ,在 其 他 学 科 , 如 语文 、 历 史 或 物理 、 化 学 等 , 学 生 们 逐渐 学 
会 了 如 何 寻 找 证 据 ， 怎 样 从 争论 中 得 出 结论 ， 数 学 教学 也 应 该 让 
学 生 学 到 这 些 ， 学 会 提出 见解 并 收集 证 据 来 证 实 它 。 

传统 课堂 所 营造 的 气氛 不 利于 学 生 进 行 猜测 或 提出 猜想 ， 学 
生 在 这 样 的 环境 中 不 敢 也 不 愿意 公开 表述 他 们 的 想法 ， 因 为 这 些 
想法 往往 是 “一 知 半 解 ”甚至 是 “完全 不 懂 ”。 长 期 的 数学 学 习 使 
他 们 形成 这 样 的 信念 ， 数学 学 习 中 只 有 对 和 错 两 种 状态 ， 并 且 出 
错 的 机 会 很 多 .因此 , 为 了 使 学 生 的 猜想 能 力 获得 发 展 , 教师 应 该 
努力 消除 学 生 在 学 习 上 的 这 些 消极 经 验 的 影响 ， 把 课堂 变 成 为 一 
个 鼓励 自由 猜想 的 场所 .要 让 学 生 认识 到 , 通过 作出 好 的 猜想 , 并 
研究 它 、 改进 它 、 用 证 据 来 证 实 它 , 这 是 学 习 数 学 的 有 效 之 道 。 真 
正 的 数学 研究 总 是 与 狂想 联系 在 一 起 的 .当然 ,猜想 不 是 漫 无 边际 
的 罗 想 ， 对 于 作 数 学 思考 的 人 来 说 ， 犹 想 需 要 有 一 定 的 背景 材料 
作为 根据 和 出 发 点 ， 并 且 要 用 事实 来 验证 ， 随 时 作出 修改 ， 用 更 
好 的 替代 原 有 的 。 

让 学 生 自己 动手 收集 材料 ， 分 析 数 据 类 型 ， 形 成 猜想 ， 研 究 
猜想 的 合理 性 ， 通 过 猜想 一 修正 一 再 猜想 一 再 修正 …… 而 获得 接 
近 于 实际 的 某 种 结果 ， 这 样 的 直接 经 验 有 助 于 学 生 看 到 数学 的 似 
真性 ， 看 到 数学 的 不 确定 性 一 面 .现实 中 ， 这 种 例子 是 非常 多 的 ， 
体育 比赛 的 结果 、 天 气 预 报 、 班 级 里 某 次 测验 的 成 绩 单 等 ， 这 些 
数据 资料 都 可 以 拿 来 作为 提出 某 种 趋势 或 某 种 相关 性 的 猜想 的 资 
料 来 源 .当然 ,分 析 数据 所 反映 的 内 在 规律 ,从 中 抽象 出 某 种 模式 ， 
这 种 过 程 可 能 会 比较 漫长 ， 但 是 模式 探究 是 数学 的 本 义 ， 教 学 中 
必须 加 以 充分 的 重视 ,应 该 鼓励 学 生 自 己 寻 找 证 据 来 证 实 猜想 ,这 
是 他 们 应 该 得 到 培养 的 数学 能 力 之 一 ,对 于 学 生来 说 ,没有 根据 的 
猜想 与 没有 合乎 逻辑 规则 的 证 明 一 样 ,是 毫 无 价值 的 ,如 果 学 生 通 
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过 研究 事物 的 某 种 规律 而 提出 猜想 ， 那 么 他 们 会 很 乐意 寻找 证 据 
加 以 证 明 ， 因 为 这 与 给 出 书本 里 的 某 个 定理 的 证 明 有 完全 不 同 的 
目的 .对 已 有 定理 进行 证 明 ， 目 的 是 为 了 给 出 一 个 正规 的 证 明 过 
程 ,而 证 明 猜 想 的 目的 主要 是 为 了 证 实 自己 的 思想 .证 明 猜 想 的 过 
程 对 于 提高 学 生 的 论证 水 平 非常 重要 ， 同 时 还 能 够 使 他 们 理解 推 
理论 证 的 真 请 ， 推理 是 建立 在 公认 的 众多 法 则 之 上 的 。 

以 上 我 们 讨论 了 一 些 数学 教学 的 新 观点 .总 的 来 说 ,我 们 强调 
了 以 启发 式 思想 指导 教学 ,强调 了 教师 指导 下 的 学 生 自主 活动 , 强 
调 学 生 是 学 习 的 主人 ， 要 让 学 生 在 学 习 过 程 中 享受 充分 的 思想 自 
由 。 只 有 当 学 生 的 大 脑 处 于 自由 放松 状态 时 , 他 们 才能 更 快 、 更 有 
效 地 吸收 各 种 信息 ， 他 们 的 思想 才能 变 得 活跃 ， 思 路 才 会 变 得 清 
晰 , 思维 才能 富有 创造 性 .在 学 生 观 上 , 教师 应 当 树立 每 一 个 学 生 
都 能 学 好 数学 ， 都 能 通过 自己 的 探索 和 研究 来 学 习 数 学 的 思想 观 
点 ， 教 师 不 能 把 他 们 当成 学 步 的 枫 儿 《即使 是 机 儿 学 步 ， 到 一 定 
的 时 候 也 应 该 放手 让 他 自己 独立 行走 ， 而 且 他 自己 也 会 在 积累 一 
定 经 验 的 基础 上 要 求 并 且 坚 持 独 立 , 尽 管 这 样 会 带 来 摔 交 的 痛苦 ， 
但 这 是 学 会 行走 的 必由之路 ， 他 自己 是 乐意 接受 这 样 的 痛苦 和 考 
验 的 )， 应 当 充 分 信任 他 们 的 学 习 能 力 。 当 然 ， 数 学 教学 不 能 没有 
教师 ， 新 的 数学 教学 观 下 的 教师 并 不 是 无 所 事 事 ， 事 实 上 教师 的 
作用 更 加 重要 了 ， 因 为 适宜 于 学 生 自主 活动 的 教学 情境 要 舍 教 师 
来 创造 .前 面谈 到 的 教师 收集 可 以 应 用 于 教学 的 生活 实际 问题 ,组 
织 学 生 开 展 小 组 活动 、 让 学 生 自己 编 题 或 构造 问题 、 鼓 励 学 生 提 
出 狂想、 让 学 生 自己 寻找 证 据 ,， 等 等 , 都 需要 教师 有 更 高 的 教育 、 
心理 理论 修养 ， 需 要 教师 有 更 强 的 创造 性 ， 需 要 教师 付出 更 多 的 
劳动 ,需要 教师 有 更 好 的 课堂 调控 技能 .总 之 ,强调 学 生 自主 活动 、 
强调 利用 数学 概念 或 理论 的 发 展 过 程 、 通 过 学 生 自 己 的 亲身 实践 
获得 学 习 数 学 的 真实 体验 的 教学 ， 能 够 使 学 生 的 思维 活动 量 达到 
“ 满 负 荷 ”， 使 学 生 在 数学 教学 中 的 智力 参与 度 大 大 提高 。 
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一 ”数学 交流 的 意义 


科学 家 认为 ,使 人 类 区 别 于 其 他 动物 的 主要 能 力 之 一 是 人 际 
之 闻 的 交流 能 力 ， 这 种 交流 能 力 是 人 在 日 常 交往 活动 中 逐渐 形成 
的 。 数 学 课堂 是 一 个 小 型 的 数学 共同 体 , 因 此 它 应 当成 为 共同 体 成 
员 之 间 交 流 数学 思想 的 场所 .但 是 ,传统 课堂 往往 成 为 教师 表演 的 
舞台 ， 学 生 所 领会 的 通常 只 是 老师 或 课本 编写 者 的 思想 观点 ， 他 
们 很 少 有 表达 自己 思想 观点 的 机 会 .这 样 ,充当 被 动听 讲 角 色 的 学 
生 就 没有 机 会 发 挥 自己 的 主动 性 ,知识 掌握 的 效果 会 大 打折 扣 ,并 
导致 能 力 培养 的 速度 减缓 。 

在 新 的 数学 教学 观 指导 下 ， 教 师 应 当 为 学 生 提 供 “ 表 演 ” 的 
机 会 ， 为 此 应 懂得 如 何 开发 学 生 的 思想 积 疑问 ， 以 适当 的 方式 把 
它们 揭露 出 来 , 以 使 它们 成 为 进一步 思考 和 加 工 、 讨论 和 完善 、 提 
炼 和 概括 的 对 象 ,促使 学 生 的 思维 向 纵深 发 展 。 暴 露 学 生 的 思维 过 
程 可 以 通过 说 和 昕 来 实现 ， 也 可 以 利用 写 和 读 的 过 程 。 

数学 通过 交流 才 得 以 深入 和 发 展 ， 只 有 用 文字 和 符号 表达 出 
来 ， 数 学 思想 才 变 得 清晰 .数学 的 社会 性 表明 ， 数 学 思想 只 有 被 
“数学 共同 体 ”所 接受 才能 算是 正确 的 , 这样 ， 一 个 数学 理论 是 正 
确 的 ,其 意义 在 于 这 一 理论 得 到 了 数学 共同 体 的 认可 ,当然 , 人 们 
对 于 认可 的 标准 还 是 有 分 歧 的 。 例 如 ,有 人 借助 于 计算 机 解决 了 著 
各 的 “四 色 定 理 ”， 但 对 这 一 证 明 的 可 接受 性 却 有 许多 争论 ,数学 
是 借助 于 数学 符号 语言 与 普通 语言 的 结合 才 得 以 流传 的 ,因此 , 数 
学 教学 中 , 为 了 对 数学 理论 作出 解释 , 教师 必须 用 数学 语言 符号 ， 
同时 学 生 也 必须 理解 这 些 数 学 语言 符号 ， 于 是 ， 就 存在 一 个 数学 
学 习 共 同体 成 员 之 间 彼 此 解释 各 自 的 想法 、 相 互 理解 对 方 的 思想 
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的 需要 ,这 就 要 求学 习 共 同体 全 体 成 员 的 共同 积极 参与 , 当 我 们 给 
出 一 个 与 众 不 同 的 解 题 方 法 时 ， 我 们 必须 对 其 中 的 解 题 思想 进行 
检验 ,这 种 检验 的 最 好 途径 是 与 别人 的 解法 进行 比较 。 体 现在 数学 
课堂 中 ， 就 是 数学 教学 应 当成 为 学 习 共 同体 的 集体 活动 ， 数 学 教 
学 就 是 共同 体 成 员 之 间 所 进行 的 讨论 交流 活动 。 

创造 一 种 使 师 生 可 以 相互 交流 的 课堂 环境 不 是 一 件 容 易 的 事 
情 。 其 原因 ,一 部 分 是 数学 的 抽象 性 、 数 学 推理 的 逻辑 严谨 性 使 得 
数学 交流 比较 困难 ， 另 一 部 分 是 学 生 对 于 交流 的 必要 性 缺乏 切身 
体验 ,对 交流 的 重要 性 认识 不 足 , 例 如 ,学 生 常 常 发 生 这 样 的 困惑 ， 
“这 么 显然 的 事实 为 什么 还 要 证 明 ?”“ 既 然 给 出 的 是 定理 , 那么 它 
就 是 正确 的 ,正确 的 东西 为 什么 还 要 费力 去 证 明 呢 ?” 看 出 或 画 出 
某 个 命题 的 正确 性 有 什么 不 可 以 ?” 等 等 .确实 , 对 于 学 生来 说 , 单 
纯 作 为 一 种 个 人 练习 的 逻辑 推理 ， 证 明 的 重要 性 并 不 易于 被 学 生 
所 认可 ， 但 在 集体 活动 中 ， 为 了 让 别人 接受 你 的 思想 ， 证 明 就 显 
得 至 关 重 要 了 ,事实 上 , 学 生 要 进行 数学 思维 和 数学 推理 , 要 想 对 
某 个 数学 问题 作出 证 明 ,要 想 把 自己 的 思考 结果 与 别人 进行 交流 ， 
那么 他 就 必须 将 自己 的 观点 清晰 地 、 使 人 信服 地 表达 出 来 .教学 中 
的 思想 交流 使 得 数学 证 明 变 得 重要 了 、 有 意义 了 。 就 促进 学 生 的 认 
知 发 展 、 心 理发 展 来 说 ， 为 了 消除 别人 的 怀疑 而 尽力 寻找 证 据 所 
作 的 证 明 ， 比 单纯 推演 书本 上 某 个 “显然 的 ”定理 所 作 的 证 明 的 
塌 义 要 大 得 多 .学 生 自己 独立 进行 某 个 命题 的 证 明 , 虽 然 有 时 会 花 
费 很 多 时 间 ， 但 是 学 生 可 以 在 自己 构造 一 个 证 明 方 法 〈 不 是 模仿 
别人 已 有 的 方法 ) 的 过 程 中 学 到 许多 东西 我们 曾经 反复 强调 , 让 
学 生 自 己 独立 思考 ,在 纠正 错误 的 过 程 中 体验 正确 思想 的 真 席 , 是 
数学 研究 的 本 来 面目 ,数学 的 发 展 道路 本 来 就 是 充满 曲折 的 ， 效 
学 除了 逻辑 性 、 完美 性 以 外 , 还 有 它 的 似 真 性 、 试验 性 的 一 面 . 另 
一 方面 ， 在 学 生 获得 对 某 个 命题 的 证 明 后 ， 应 当 将 证 明 思想 在 学 
习 共 同体 内 进行 交流 ， 通 过 成 员 之 间 的 争议 、 讨 论 ， 往 往 能 带 来 
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更 进一步 的 、 深 入 的 修改 、 补 充 甚至 是 纠正 ， 这 可 以 使 证 明 变 得 
更 加 准确 、 合 理 和 简捷 。 这 里 ， 我 们 强调 口头 语言 表达 的 重要 人 性。 
用 口头 语言 明确 地 将 思想 表达 出 来 ， 不 仅仅 是 重复 内 部 思维 ， 显 
化 内 部 思想 的 过 程 , 在 表达 的 过 程 中 , 存在 着 对 已 有 思想 的 概括 ， 
只 有 通过 重新 概括 ， 才 能 使 表达 具有 条 理性 和 逻辑 性 ， 才 能 把 自 
已 所 理解 的 实质 内 容 准确 地 叙述 出 来 .另外 ,通过 讲述 者 与 听众 之 
闻 的 交流 ， 可 以 改进 那些 表达 得 不 太 准确 、 不 太 系 统 的 地 方 ， 在 
用 更 加 精确 的 语言 重新 表述 的 过 程 中 达到 对 问题 及 解决 问题 所 需 
知识 的 更 深刻 理解 。 

我 们 认为 ， 教 师 可 以 有 许多 方法 组 织 学 生 进 行 交 流 ， 关 键 是 
教师 应 该 培养 和 鼓励 学 生 共 同 探索 的 精神 然而 ,传统 的 教学 课堂 
中 , 交流 的 方式 几乎 是 单 向 的 教师 从 学 生 人 简单 的 、 重 复 性 的 回答 
中 很 难 了 解 他 们 理解 的 情况 , 更 难 了 解 他 们 的 理解 过 程 .为 此 , 教 
师 应 当 加 强 与 学 生 之 间 的 交流 与 合作 ， 给 学 生 一 定 的 机 会 ， 让 他 
们 能 够 就 所 学 内 容 发 表 自 己 的 看 法 一 一 不 仅仅 是 说 出 下 一 个 步 又 
或 最 后 的 结果 是 什么 一 一 教师 就 可 以 从 这 些 看 法 中 发 现 学 生理 解 
的 计 程 ， 理 解 的 深刻 程度 ， 有 没有 独到 的 见解 ， 存 在 的 问题 是 什 
么 以 及 存在 这 些 问 题 的 原因 在 哪里 ,这样 ,教师 就 可 以 在 下 一 步 的 
教学 中 设计 出 更 加 符合 学 生 实际 的 教学 情境 ， 提 出 更 有 利于 帮助 
学 生 深 入 思考 的 问题 .另外 ,由 于 及 时 发 现 了 学 生存 在 的 理解 上 的 
问题 及 其 原因 ， 并 通过 交流 而 得 到 了 及 时 纠正 ， 学 生 学 习 中 的 问 
题 就 不 会 积累 下 来 , 这 样 会 使 学 习 过 程 变 得 自然 亲切 、 水到渠成 ， 
所 掌握 的 知识 也 能 做 到 因果 分 明 、 逻 辑 清楚 、 结 构 完整 。 最 后 ,由 
于 学 生 都 是 在 自己 已 有 认 知 结构 基础 上 进行 新 的 学 习 ， 他 们 对 同 
样 的 知识 会 有 不 同 角度 的 理解 ， 课 堂 交 流 可 以 使 师 生 获得 同一 知 
识 的 不 同 侧面 理解 的 信息 ， 显 然 这 对 于 知识 的 全 面 理解 是 极 有 好 
处 的 ,同时 还 可 以 使 学 生 认识 到 ,日 常 语言 容易 导致 意义 上 的 细微 
差别 ， 而 精确 的 数学 语言 则 更 易于 区 分 ， 从 而 使 学 生 认 识 到 掌握 
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精确 的 数学 语言 的 重要 性 。 
二 ”教师 向 学 生 学 习 


人 们 的 灵魂 深 处 总 有 这 样 的 观念 只 有 学 生 向 老师 学 习 ， 而 
没有 老师 向 学 生 学 习 的 道理 ， 和 否则 这 个 老师 就 不 合格 了 。 尽 管 有 
“孔子 师 项 秦 ” 的 古训 ， 但 现实 中 老师 是 绝对 的 权威 .显然 ， 新 的 
数学 课堂 教学 观 下 , 教师 的 “权威 ”角色 应 该 改变 ,为 了 使 学 生 在 
课堂 上 学 到 真正 的 知识 ， 教 师 应 当 努 力 了 解 学 生 ， 而 这 个 了 解 的 
过 程 就 是 一 个 向 学 生 学 习 的 过 程 .即使 是 让 学 生 复述 所 学 的 内 容 
(当然 , 复述 不 是 背诵 )， 或 让 学 生 把 自己 的 解答 写 在 黑板 上 并 给 
同学 解释 解答 的 原理 ， 教 师 也 能 够 从 中 了 解 到 学 生理 解 问 题 的 方 
式 ， 看 到 他 的 思路 、 推 理 过 程 、 对 术语 、 符 号 和 一 些 基 本 数学 思 
想 的 掌握 情况 ,这 不 但 有 利于 对 学 生 的 学 习 情况 作出 诊断 和 评价 ， 
而 且 也 有 利于 提高 教师 自己 对 学 生 数学 学 习 心理 过 程 的 分 析 、 把 
握 能 力 以 及 教学 调控 能 力 . 另 外 ,学 生 中 确实 存在 着 一 些 教师 没有 
想到 的 高 明 的 思想 方法 ， 这 是 真正 意义 上 的 教师 向 学 生 学 习 。 所 
以 ， 教 学 过 程 中 ， 教 师 真正 发 扬 教学 民主 ， 诚 心 诚意 地 把 自己 放 
在 与 学 生平 等 的 位 置 ， 虚 心地 向 学 生 学 习 ， 可 以 获得 非常 丰厚 的 
回报 。 

数学 教学 中 ， 教 师 可 以 创造 出 更 多 的 向 学 生 学 习 的 机 会 . 例 
如 ， 为 了 捕 提 到 学 生 思维 的 火花 ， 可 以 给 出 一 些 比较 灵活 的 问题 
让 学 生 解 答 ， 也 可 以 作 “ 一 题 多 解 ”或 “多 题 一 解 ” 的 训练 .事实 
上 ， 即使 是 常规 的 问题 , 学 生 在 解答 时 也 会 有 不 同 的 心理 过 程 。 例 
如 ， 有 人 在 初中 代数 的 “ 列 方程 组 解 应 用 题 ” 课 上 使 用 “ 鸡 免 同 
第 ”(50 个 头 ，120 条 腿 ) 为 例题 ， 让 学 生 分 组 讨论 解决 ,教师 通过 
巡视 、 参 与 学 生 的 讨论 ,了 解 到 学 生 所 用 的 各 种 方法 .一 段 时 间 后 ， 
他 选 出 了 几 个 代表 ， 让 他 们 将 解答 写 在 黑板 上 ， 并 且 对 所 用 方法 
进行 解释 和 说 明 .在 这 个 问题 的 解答 方法 中 ,有 的 学 生 使 用 了 代数 
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的 ， 也 有 的 使 用 了 算术 的 ， 有 的 还 使 用 了 直观 的 : 

解法 1: 

c= 鸡 的 数量 ,7 一 免 的 数量 。 

cr 二 50，2c 十 4 二 120, 可 得 rr 二 10, c 二 40。 

因此 有 10 只 兔子 ，40 只 鸡 。 

解法 2: 

先 画 出 50 个 头 〈 如 图 
5.4.1): 

如 果 给 每 只 动物 2 条 
跟 ， 则 用 去 了 100 条 睛 .这样 
就 剩余 20 条 胜 , 把 他 们 成 对 
给 出 (没有 3 条 距 的 动物 )， 

就 得 到 10 个 4 条 腿 的 ，40 个 2 图 5.4.1 
条 腿 的 ,所 以 , 有 10 只 兔子 ， 
40 只 鸡 。 

解法 3: 

z 一 鸡 的 数量 ，50 一 z 一 免 的 数量 。 

2z 十 4(50 一 z) 一 120 

2z 十 200 一 4z 一 120 










共 基 只 RRRRRRR 
其 区 P 只 RRRRRR 
H 其 RRRRRRR 
RHRRARRRRARN 
HAARRRRRR 

















一 2z 一 一 80 
工 一 40 

所 以 ， 有 40 只 鸡 ，10 只 兔子 。 

解法 4: 
鸡 免 跑 的 总 数 
25 25 | 150 
30 20 | 140 
35 15 130 
40 10 120 
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所 以 有 40 只 鸡 ，10 只 免 。 

显然 ,学 生 给 出 的 解答 并 不 一 定 都 是 教师 所 能 够 想到 的 .在 上 
述 解答 中 ， 教 师 希 望 学 生 做 的 是 “ 列 方程 >， 但 事实 上 学 生 除 了 
“ 列 方程 ”以 外 , 还 给 出 了 直观 的 方法 、 试 验 的 方法 ,这 些 方 法 实 
际 上 揭示 了 人 问题 的 另外 一 些 方面 . 正 因为 有 了 这 些 “ 意 想不到 ”, 教 
师 才 有 了 了 解 学 生 真实 思维 过 程 的 机 会 .了 解 了 学 生 的 真实 思维 
过 程 以 后 ， 教 师 才 有 可 能 进行 有 针对 性 的 教学 。 

我 们 知道 ， 已 有 认 知 结构 是 学 生 学 习 的 出 发 点 ， 他 们 总 是 以 
自己 对 知识 的 理解 方式 进行 学 习 . 而 且 , 即使 是 新 知识 的 学 习 , 学 
生 也 是 带 着 他 平时 对 这 一 知识 的 已 有 理解 开始 的 ， 尽 管 其 中 可 能 
会 有 一 些 错误 观念 因此 教师 在 任何 时 候 都 有 了 解 学 生 已 有 认 知 
结构 状况 的 任务 .有 的 老师 在 某 一 单元 教学 开始 时 ,采取 让 学 生 写 
一 份 作业 ， 把 他 们 所 知道 的 与 这 一 单元 相关 的 东西 都 写 出 来 的 办 
法 来 了 解 学 生 的 已 有 观念 .例如 , 在 开始 “ 圆 ” 这 一 单元 的 教学 前 ， 
让 班 里 每 一 个 学 生 就 “你 对 圆 有 哪些 认识 ?” 作 出 回答 , 发现 学 生 
的 回答 是 多 种 多 样 的 。 如 

“ 圆 由 许多 相互 联结 起 来 的 弛 组 成 。” 

“ 圆 是 没有 顶点 的 图 形 。” 

“ 圆 的 外 部 称 为 圆周 ,” 

“机 是 一 个 圈 。” 

“ 圆 成 360"。” 

“ 圆 的 半径 是 其 直径 长 度 的 一 半 。” 

“ 圆 的 面积 一 zxRz 。” 

“ 它 有 两 部 分 (内 部 和 外 部 )。” 

“中 心 即 半径 。” 

从 上 述 回答 可 以 看 出 ， 学 生 在 初中 学 习 圆 这 一 单元 之 前 ， 经 
过 日 常生 活 积累 以 及 学 校 中 的 学 习 已 经 有 了 许多 关于 它 的 知识 ， 
其 中 有 些 是 正确 的 (如 关于 面积 、 半径 与 直径 的 关系 等 ), 有 些 是 
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错误 的 〈 如 中 心 即 半径 之 类 )， 还 有 一 些 潜在 性 错误 概念 (如 图 是 
没有 项 点 的 图 形 )。 

在 了 解 了 学 生 头脑 中 与 新 知识 相关 的 有 关 观 念 的 情况 后 ， 教 
师 可 以 此 为 出 发 点 来 组 织 教学 .例如 ， 针 对 上 面 关于 “ 圆 ”的 不 同 
回答 ,教师 可 以 在 课堂 上 逐个 出 示 , 让 学 生 判 断 它们 的 正确 性 并 
说 明理 由 .由 于 有 了 前 面 的 调查 ,教师 对 学 生 在 哪些 地 方 会 产生 错 
误 以 及 哪些 学 生 会 产生 错误 已 经 心中 有 数 ， 因 此 教学 会 显得 更 加 
具有 针对 性 ， 对 学 生出 现 错误 的 诊断 会 更 加 准确 ， 对 学 生 的 要 求 
也 会 更 加 恰当 ， 对 学 生 所 进行 的 帮助 也 会 更 加 有 的 放 矢 〈 硅 些 学 
生 需 要 给 予 什么 性 质 的 帮助 。 

当然 , 了解 学 生 的 方法 可 以 是 多 种 多 样 的 ,但 是 , 我 们 应 当 十 
分 明确 地 认识 到 , 想 尽 办 法 了 解 学 生 对 于 教学 是 非常 关键 的 。 教 师 
应 当 把 它 看 成 是 向 学 生 学 习 的 过 程 ,因为 教师 可 以 从 中 了 解 到 人 
认识 事物 的 真实 过 程 是 怎样 的 ， 学 生 们 对 某 一 事物 的 普遍 看 法 是 
怎样 的 ， 其 中 肯定 会 有 一 些 一 知 半 解 或 错误 的 观念 ， 但 正 是 学 生 
的 错误 可 以 引导 教师 去 发 现 使 学 生 学 会 学 习 的 契机 . 正 是 在 这 个 
意义 上 ， 我 们 说 错误 是 通 向 成 功 的 阶梯 。 


三 学 生 的 自学 


学 生 学 会 自学 ， 关 键 是 学 会 独立 思考 ， 学 会 对 自己 的 思维 过 
程 进行 评价 .学 习 过 程 中 , 经 常会 产生 一 些 很 好 的 思维 火花 , 这 些 
思想 非常 有 用 ， 但 转 骨 即 逝 ， 如 果 不 及 时 将 它们 记录 下 来 ， 它 们 
便 留 不 下 什么 痕迹 .只 有 当 我 们 说 出 或 记录 下 来 ， 并 进一步 思考 ， 
才能 使 这 些 思想 逐渐 变 得 清晰 明确 ， 保 持 在 脑子 里 ， 并 在 今后 的 
学 习 中 发 挥 作 用 .过 去 的 数学 教学 中 ,数学 思想 经 常 是 从 书本 上 或 
教师 的 口中 传递 给 学 生 的 ， 学 生 自 己 的 思考 被 教师 替代 了 .显然 ， 
没有 经 过 学 生 自己 独立 思考 ,知识 不 可 能 变 成 学 生 自己 的 东西 , 因 
此 也 就 不 可 能 被 保持 下 来 .独立 思考 是 学 生 掌 握 数学 知识 的 关键 ， 
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其 中 ,反思 又 是 领悟 数学 思想 方法 真 谤 的 最 好 方法 ， 如 果 能 把 它 
表达 或 记录 下 来 ,效果 会 更 加 显著 。 明 确 表 达 出 来 的 思想 观点 更 利 
于 检验 、 修 正和 完善 。 

教学 中 ,教师 应 当 采 取 一 定 的 措施 来 培养 学 生 反 思 的 习惯 . 例 
如 ， 在 课堂 教学 结束 前 留 出 一 点 时 间 让 学 生 写 出 今天 学 到 的 东西 
和 仍然 不 明白 的 地 方 。 通 过 这 样 的 措施 ,教师 可 以 比较 准确 地 了 解 
学 生 的 学 习 情况 ,并 及 时 向 学 生 浴 清 模 糊 的 理解 .这 也 给 学 生理 清 
自己 的 思想 ， 判 断 自己 理解 的 正确 性 提供 了 机 会 ， 从 而 能 够 锻炼 
学 生 的 逮 辑 思维 。 

教师 可 以 从 学 生 所 写 的 东西 中 了 解 到 许多 关于 学 生 人 掌握 知识 
情况 的 信息 ， 这 些 信息 对 于 教师 备课 (如 开始 时 应 作 怎 样 的 回顾 
或 提问 , 应 该 选择 怎样 的 作业 题 等 )、 设 计 复 习 问题 以 及 找 出 那些 
和 需要 特别 帮助 的 学 生 等 都 是 非常 有 用 的 。 另 外 , 更 加 重要 的 是 ,学 
生 通 过 自己 对 学 习 的 总 结 ， 可 以 逐渐 培养 起 对 学 习 结果 自我 负责 
的 意识 ， 有 利于 培养 学 生 自己 承担 学 习 任 务 的 责任 感 。 

让 学 生 写 数学 学 习 日 记 是 培养 学 生 自 学 能 力 的 又 一 个 方法 。 
学 生 可 以 记录 下 自己 在 数学 学 习 过 程 中 所 过 到 的 困难 、 挫 折 和 成 
功 ， 可 以 记录 下 自己 在 找到 解 题 方 法 时 的 兴奋 或 遇 到 某 一 解 题 思 
想 无 法 实施 时 的 苦恼 ,这 种 记录 可 以 使 学 生 清 楚 地 看 到 自己 的 进 
步 和 存在 的 问题 ， 一 段 时 间 后 再 回顾 这 些 日 记 ， 可 以 引导 学 生 对 
自己 的 数学 学 习 进行 反思 ， 这 对 于 使 学 生 看 清 自己 过 去 在 理解 中 
存在 的 问题 是 非常 有 效 的 。 教 师 应 该 在 记 日 记 的 方法 上 给 学 生 作 
出 指导 ， 例 如 ， 让 学 生 记录 当天 的 想法 ， 记 录 下 作业 过 程 中 的 感 
受 ， 记 录 下 对 某 个 问题 的 整个 思考 过 程 ， 记 录 下 他 们 对 自己 所 给 
出 的 解 题 方法 的 评价 ， 等 等 。 
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第 五 节 ”数学 教学 情境 的 设置 


我 们 曾经 反复 说 过 ， 教 师 在 强调 学 生 自主 活动 的 数学 教学 中 
的 作用 将 变 得 更 加 重要 。 这 种 作用 主要 表现 在 对 学 生活 动 过 程 , 即 
教学 情境 的 设置 上 ， 它 既 要 体现 数学 教学 的 目标 ， 又 要 体现 数学 
知识 的 发 生发 展 过 程 ， 还 要 适应 学 生 的 认 知 发 展 水 平 ， 体 现 学 生 
认识 事物 的 规律 教学 情境 是 教师 教学 意图 的 体现 .通常 的 ， 数 学 
课堂 教学 情境 以 所 谓 的 “开放 式 问题 ”及 其 系列 作为 其 表现 形式 。 

也 许 有 人 会 想 ， 数 学 课堂 教学 情境 中 的 “开放 式 问题 ”需要 
专门 的 材料 ,我 们 认为 这 是 一 个 误解 ,实际 上 ， 书 本 上 的 问题 ， 一 
个 普通 的 、 为 人 所 熟悉 的 问题 ， 只 要 教师 处 理 得 恰当 ， 就 可 以 转 
变 为 一 个 适合 于 提高 学 生 思维 水 平 ， 发 展 学 生 数学 思维 能 力 的 
“开放 式 问 题 ”。 


一 ”数学 思考 的 机 会 


过 去 我 们 总 是 过 分 强调 单纯 接受 数学 教材 中 的 现成 结论 ,这 
样 ， 学 生 在 数学 学 习 过 程 中 的 思维 受到 限制 ， 他 们 自由 思考 的 空 
间 就 比较 狭 闪 了 。 但 是 ,思维 过 程 中 具有 极 大 的 自由 度 是 数学 思维 
的 显著 特点 ， 教 师 应 当 在 数学 课堂 上 给 学 生 提 供 更 多 的 机 会 ， 使 
他 们 能 够 进行 “开放 式 ” 的 数学 思维 。 

“开放 式 ” 的 思考 需要 以 “开放 式 问题 ”为 载体 .教师 将 书本 
上 的 问题 进行 适当 的 改造 就 可 以 获得 所 谓 的 “开放 式 问 题 ”. 例 如 ， 
学 习 了 平行 线性 质 以 后 ， 书 本 上 有 这 样 的 题目 : 

如 图 5. 5. 1， 如 果 AB/CD ，BC// AD，L1=30", 求人 2 的 
度数 。 

将 这 个 问题 改造 为 : 

1. 如 图 5. 5.1, 如 果 AB/CD ， BC/ AD，L1= 二 30°, 尽量 多 
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图 5. 5.1 
地 求 出 图 中 的 角 的 度数 。 

2. 如 图 5. 5.1， 如 果 4BACD ，BC/AD， 找 出 图 中 的 等 角 。 
等 等 ， 显 然 ， 改 造 后 的 问题 更 加 具有 挑战 性 、 学 生 们 在 做 这 类 题 
目 时 ， 由 于 思考 空间 广 闭 ， 思 维 活动 的 自由 度 大 ， 他 们 的 思维 活 
动 更 易于 开展 , 思考 的 时 间 会 更 长 , 思考 中 的 问题 会 提 得 更 多 , 解 
决 问题 的 途径 也 会 更 多 、 更 灵活 ， 而 且 在 数学 知识 之 间 会 建立 起 
更 加 丰富 的 联系 ， 且 联系 方式 也 会 更 加 灵活 。 

“开放 式 问题 ?在 促进 学 生 思 考 ,引导 学 生 的 思维 向 纵深 发 展 
从 而 培养 学 生 正确 的 数学 观念 上 可 以 发 挥 很 好 的 作用 。 例 如 ,有 的 
老师 在 平面 几何 课 上 让 学 生 讨论 这 样 一 个 问题 ， 

一 条 直线 穿 过 一 个 正方 形 ， 可 以 得 到 怎样 的 图 形 ? 

问题 不 难 ， 学 生 很 容易 入 手 ， 每 一 个 学 生 都 可 以 说 出 几 种 可 
能 的 情况 来 .下 面 是 一 段 课 堂 实录 ， 

师 :“ 请 大 家 想象 一 下 , 一 条 直线 穿 过 一 个 正方 形 , 可 以 得 到 
怎样 的 图 形 ? 这 条 直线 可 以 以 任何 方式 穿 过 正方 形 。” 

接着 ， 老 师 要 求 每 一 个 学 生 都 动手 画图 。 在 独立 作 图 数 分 钟 
后 ， 教 师 要 求 同 林 的 两 人 一 起 比较 一 下 各 自 所 画 的 图 形 ， 并 将 各 
种 可 能 的 图 形 列表 。 的 后 , 再 让 一 些 学 生 报告 他 们 的 结果 ,获得 了 
长 方形 、 梯 形 、 三 角形 革 。 

师 ， 学 生 1， 请 你 说 说 还 可 以 得 到 什么 图 形 ? 

生 1: 正方 形 可 不 可 以 算 一 个 ? 

师 ， 你 说 呢 ? 谁 能 说 明正 方形 包 应 该 包括 在 内 ? 
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生 2: 我 能 说 明 。 让 直线 与 正方 形 的 一 条 边 重合 就 可 以 了 ， 图 
为 条 件 中 没有 说 直线 不 能 和 正方 形 的 一 边 重 合 。 

师 : 很 好 。 我 们 可 以 把 它 作为 一 种 特殊 情况 .还 有 没有 别 的 ? 

生 3: 如 果 我 们 用 直线 蕉 出 一 些 三 角形 ,它们 会 不 会 是 一 些 特 
殊 的 三 角形 呢 ? 

师 :“ 特 丈 的 三 角形 ” 指 的 是 什么 ? 

生 3: 比如 ， 等 边 三 角形 ， 等 腰 三 角形 ， 合 30° 的 直角 三 角形 ， 
等 等 。 

师 : 啊 ， 我 明白 了 ，, 这 是 一 个 好 的 问题 .大 家 讨论 一 下 这 个 问 
题 ， 并 举 出 例子 。 

经 过 讨论 后 ， 教 师 再 让 一 个 学 生 回答 。 

生 4: 我 们 发 现 不 可 能 得 到 等 边 三 角形 ,因为 所 得 到 的 三 角形 
中 总 有 一 个 角 是 直角 ， 而 等 边 三 角形 中 不 可 能 有 直 讶 。 

师 : 大 家 都 明白 了 吧 。 其 他 情况 呢 ? 

生 5: 等 腰 三 角形 很 容易 得 到 ,只 要 使 直线 穿 过 正方 形 的 对 裔 
线 即 可 。 

师 : 这 个 三 衣 形 各 内 角 的 度数 是 多 少 ? 

生 5; 45"，45*，90*， 这 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 。 

师 : 很 好 。 还 有 别 的 吗 ? 

生 6; 如 果 将 直线 穿 过 正方 形 的 一 个 角 和 一 边 的 中 点 ， 那 么 ， 
就 可 以 得 到 一 个 售 30° 的 直角 三 角形 。 

师 : 大 家 认为 对 吗 ? 生 6， 请 你 在 黑 报 上 画 出 图形 ， 给 大 家 解 
释 一 下 。 

生 6 画 出 图 形 并 解释 ， 如 果 正 方形 的 边 长 为 1， 那 么 这 部 分 为 
至 ， 并 且 有 一 个 直角 ， 这 样 就 可 得 到 一 个 含 30" 的 直 调 三 角形 。 


师 ， 有 问题 吗 ， 生 7? 
生 7; 我 认为 这 样 做 得 不 到 所 要 的 三 角形 。 因 为 在 含 30" 的 直角 
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三 角形 中 ， 斜 边 是 一 个 直 衣 边 的 一 半 ， 而 这 里 是 一 条 直角 边 是 另 
一 条 直角 边 的 一 半 。 

生 6: 他 是 对 的 ,我 只 记 住 了 一 边 是 另 一 边 的 一 半 ， 而 没有 注 
意 是 哪 两 条 边 具有 这 种 关 杂 。 

师 ， 有 没有 人 得 到 含 30* 的 直角 三 角形 ?这 个 问题 作为 一 个 作 
业 ， 大 家 回 家 做 一 做 。 还 有 没有 别 的 想法 ? 

在 没有 得 到 学 生 的 回答 后 ， 教 师 提 出 ， 大 家 能 不 能 考虑 一 下 
另外 一 种 特殊 情况 , 即 全 等 形 .还 有 , 为 了 有 条 理 地 考察 问题 ， 以 
便 获得 各 种 可 能 的 图 形 ， 能 不 能 考虑 一 种 统一 的 方法 ， 例 如 让 直 
线 绕 一 个 顶点 运动 另外 ,大 家 是 否 可 以 对 这 个 图 形 进行 一 些 推广 
性 的 研究 ， 看 看 能 够 获得 哪些 结果 。 

由 以 上 教学 过 程 可 以 看 出 , “开放 式 问题 ”确实 能 够 引导 学 生 
深入 思考 ， 但 它 并 不 一 定 是 难题 ， 这 与 人 们 对 “开放 式 问 题 ” 的 
一 般 理 解 是 不 同 的 ,一 般 地 , 人 们 把 “开放 式 问题 "与 难题 划 等 号 。 
我 们 认为 , “开放 式 问题 ”是 适应 于 学 生 的 认 知 发 展 水 平 的 , 其 主 
要 功能 应 该 是 能 够 引起 学 生 的 猜想 、 讨 论 和 争论 ， 能 够 多 途径 寻 
找 解 题 方法 ， 学 生 有 自己 的 独立 思考 空间 ,一 般 来 说 ,，“ 开 放 式 问 
题 ”应 该 是 一 个 逐渐 深入 的 问题 系列 ， 它 能 够 引导 学 生 的 思维 深 
入 到 所 学 知识 的 内 核 。 当 然 ， 课 堂 教学 中 使 用 “开放 式 问 题 >， 需 
要 耗费 的 时 间 更 多 ， 教 学 过 程 的 组 织 也 更 加 困难 ， 因 此 需要 教师 
精心 设计 ,给 学 生 留 下 时 间 和 思考 空间 。 教 师 应 当 认真 听取 学 生 的 
意见 和 见解 ， 认 真 对 待 学 生 提出 的 各 种 探索 性 的 建议 和 猜测 ， 鼓 
励 学 生发 表 自 己 的 各 种 看 法 , 并 引导 学 生 自己 去 质疑 、 检 验 .即使 
是 错误 的 ， 教 师 也 不 能 直接 否定 ， 而 要 把 它 看 成 是 学 生理 解 问题 
的 一 个 步骤 ， 一 种 方式 ， 教 师 应 当 学 会 探讨 学 生 的 错误 对 学 习 的 
价值 的 方法 ,另外 , 所 提出 的 问题 不 能 任教 师 自己 的 想象 , 而 应 该 
是 学 生 学 习 的 “最 近 发 展区 ”中 的 问题 , 应 使 学 生 感到 自然 亲切 ， 
同时 可 以 使 学 生 有 进一步 推广 和 思考 的 余地 。 
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我 们 知道 ,数学 在 锻炼 人 的 逻辑 思维 能 力 方面 有 特殊 的 作用 ， 
而 这 种 锻炼 是 在 学 生 的 独立 活动 过 程 中 获得 的 .教师 可 以 为 学 生 
设计 各 种 活动 ， 其 中 ， 让 学 生 提 出 问题 ,反思 解 题 过 程 ， 推 广 已 
有 命题 等 都 是 非常 有 效 的 活动 .根据 我 们 的 调查 ,学 生 只 会 做 现成 
的 题目 ， 以 获得 问题 的 答案 为 最 后 目标 ， 不 会 自己 提出 问题 ， 不 
仅 得 对 问题 进行 推广 的 情况 非常 严重 .因此 ,就 当前 的 教学 实际 来 
说 ， 培 养 学 生 提出 问题 的 技能 ， 推 广 命 题 的 能 力 和 习惯 具有 更 大 
的 现实 意义 .事实 上 ， 教 师 有 许多 机 会 来 培养 学 生 的 这 种 能 力 . 例 
如 ， 勾 股 定理 是 人 人 要 学 的 ， 也 是 大 家 非常 熟悉 的 ， 它 就 可 以 用 
于 训练 推广 能 力 的 材料 .从 代数 角度 和 几何 角度 都 可 以 进行 推广 。 
在 几何 范围 的 推广 ， 一 方面 ， 用 面积 来 解释 公式 ， 有 : 以 两 直角 
边 为 边 长 的 正方 形 面积 之 和 等 于 以 斜 边 为 边 长 的 正方 形 面积 ， 这 
里 的 “正方 形 ” 可 以 改 成 为 任意 图 形 ， 条件 是 这 些 图 形 相似 ; 另 
一 方面 ， 直 角 三 角形 可 以 向 一 般 三 角形 推广 ， 当 然 ， 推 广 以 后 三 
边 不 再 保持 a 十 r= 二 ce: 的 关系 ， 但 它们 有 内 在 联系 .另外 ， 还 可 以 
向 三 维 空间 进行 推广 ,有 老师 曾 在 数学 兴趣 小 组 中 用 过 这 个 问题 ， 
发 现 学 生 经 过 努力 ， 在 特例 〈 如 等 边 三 角形 、 正 六 边 形 等 ) 的 引 
导 下 ， 能 够 逐渐 获得 ， 并 证 明 一 个 一 般 性 结论 。 

我 们 认为 ， 由 于 数学 的 抽象 程度 高 ， 因 此 数学 理论 的 真实 性 
并 不 是 一 目 了 然 的 ， 需 要 进行 深入 的 分 析 论 证 ， 坚 持 反复 的 思考 
才能 得 到 理解 ,这 种 理解 要 靠 学 生 自己 的 领悟 才能 获得 ,而 领悟 又 
靠 对 思维 过 程 的 不 断 反思 才能 达到 .因此 ,坚持 让 学 生 自 己 独立 思 
考 〈 这 在 开始 时 会 比较 费时 )， 强调 随时 对 思维 过 程 进行 反思 , 是 
提高 课堂 教学 效果 、 发 展 学 生 能 力 的 关键 措施 。 


二 反思 学 习 过 程 的 习惯 


培养 学 生 对 自己 的 学 习 过 程 进行 反思 的 习惯 ， 提 高 学 生 的 思 
维 自我 评价 水 平 ， 这 是 提高 学 习 效率 ， 培 养 数学 能 力 的 行 之 有 效 
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的 方法 。 解 题 是 学 好 数学 的 必由之路 ,但 是 不 同 的 解 题 指导 思想 会 
有 不 同 的 解 题 效 果 。 养 成 对 自己 的 解 题 过 程 进 行 反思 的 习惯 是 具 
有 正确 的 解 题 思想 的 体现 .而 反思 过 程 中 的 问题 设计 又 是 教学 情 
境 设置 中 非常 重要 的 一 个 环节 。 

众所周知 ， 概 括 是 思维 的 基础 ， 并 且 概括 是 有 层次 的 、 逐 步 
深入 的 ,数学 理论 的 学 习 需 要 在 不 同 层次 上 经 历 多 次 概括 过 程 。 只 
有 使 学 生 的 认识 从 抽象 上 升 到 《理性 的 ) 具体 ， 才 能 达到 对 数学 
理论 的 深刻 认识 ,只 有 在 理论 的 运用 过 程 中 不 断 对 理论 的 实质 、 作 
用 等 进行 反省 ,才能 使 抽象 理论 建立 在 丰富 的 具体 背景 上 .如 果 在 
获得 正确 答案 后 就 此 终止 ， 不 对 解 题 过 程 进 行 回顾 和 反思 ， 那 么 
解 题 活动 就 有 可 能 停留 在 经 验 水 平 上 ， 事 倍 功 半 ， 如 果 在 每 一 次 
解 题 以 后 都 能 对 自己 的 思路 作 自我 评价 ， 探 讨 成 功 的 经 验 或 失败 
的 教训 ， 那 么 学 生 的 思维 就 会 在 更 高 的 层次 上 进行 再 概括 ， 并 促 
使 学 生 的 思维 进入 理性 认识 阶段 ， 事 半 功 倍 。 

田 外 ， 由 于 学 生 的 年 龄 特征 及 数学 认 知 结构 水 平 的 限制 ， 再 
加 上 非 认 知 因素 的 影响 ,“ 应 试 教育 ”的 压力 , 学 生 在 数学 学 习 中 
往往 表现 出 对 基础 知识 不 求 甚 解 ， 对 基础 训练 不 感 兴趣 ， 热 衷 于 
大 量 做 题 ， 不 善于 “有 的 是 不 愿意 ) 对 自己 的 思路 进行 检验 ， 不 
对 自己 的 思考 过 程 进行 反思 ， 不 会 分 析 、 评 价 和 判断 自己 思考 方 
法 的 优 劣 ,也 不 善于 找 出 和 纠正 自己 的 错误 ,学 生 在 应 用 数学 知识 
解决 问题 时 ， 往 往 缺 乏 解 题 后 对 解 题 方 法 、 题 解 中 反映 出 的 数学 
思想 方法 、 特 殊 问题 所 包含 的 一 般 意义 等 的 概括 ， 导 致 获得 的 知 
识 系统 性 弱 、 结 构 性 差 。 

因此 ， 为 了 提高 数学 学 习 效 率 ， 必 须 加 强 正 确 的 解 题 思想 教 
育 ， 使 学 生养 成 反思 的 习惯 。 

在 反思 问题 的 设置 上 ， 教 师 可 以 从 以 干 几 个 角度 考虑 ; 

1. 帮助 学 生 整 理 思维 过 程 , 确定 解 题 关键 , 促使 思维 精确 化 、 
概括 化 

245 


学 生 解 决 问题 时 , 或 多 或 少 都 会 带 有 一 定 的 “尝试 错误 ”, 再 
加 上 缺乏 对 解 题 过 程 的 反思 ， 不 对 解 题 过 程 进 行 提炼 和 概括 ， 为 
完成 任务 而 解 题 , 导致 解 题 质量 不 高 , 效率 低下 .为 提高 解 题 质量 
. 和 效率 , 教师 应 该 引导 学 生 回顾 和 整理 解 题 思 路 , 概括 解 题 思想 ， 
使 解 题 的 过 程 清晰 、 思 维 条 理化 、 精 确 化 和 概括 化 .例如 ,我 们 在 
数学 课外 兴趣 小 组 中 让 学 生 证 明 ， 

已 知 d; (i 二 1，2，…，n》 取 0，1，2 三 数 之 一 ，d。 十 3di 十 
… 十 3"d。 为 正 整 数 的 平方 , 则 至 少 存在 一 个 2 (0<<i<n)， 使 di 
=1。 

因为 条 件 之 间 的 关系 并 不 十 分 明显 ， 条 件 与 结论 之 间 的 关系 
也 不 太 明 朗 ， 问 题 有 一 定 的 难度 ， 因 此 学 生 的 解 题 过 程 带 有 很 大 
的 “尝试 错误 ”性 质 ,为 此 ,在 学 生 通 过 各 种 尝试 活动 ， 获 得 问题 
解答 后 ， 要 求 他 们 回顾 解 题 过 程 ， 在 反思 过 程 中 考虑 ，(1) 概括 
和 解 题 的 关键 ;(2〉 改 进 表 达 方 法 ,通过 学 生 的 分 析 、 讨 论 和 总 结 ， 
得 到 ; 解答 此 题 的 关键 是 建立 条 件 之 间 的 联系 , 即 d; 取 0, 1, 2 三 
个 数 与 do 十 3di 十 … 十 3"d, 中 的 具体 数字 3 之 间 的 联系 。 稍 有 数论 
知识 的 人 就 会 想到 应 把 0，1 ，2 看 成 是 整数 除 3 的 余数 ， 而 由 此 又 
可 联想 到 一 个 平方 数 除 3 的 余数 只 有 0 或 1， 于是, 令 do 十 3d1 十 
十 3"d, 一 m*， 两 边 除 3, 左边 余数 为 d。， 右 边 余 数 为 0 或 1, 如果 d。 
二 1， 得 证 ， 否则 d。 二 0， 这 时 应 有 3di 十 … 十 3"d. 二 m?， 所 以 ，m 
是 3 的 倍数 ,从 而 dd 十 3ds 十 … 十 3"!d, 是 3 的 倍数 , 所 以 d1 一 0, 因 
上 由，3:4s 十 … 十 3d, 一 m*?， 于 是 , di 十 3ds 十 … 十 3"?d, 为 平方 数 。 
所 以 ， 当 do 二 0 时 ,di 一 0 并 有 ds 十 3ds 十 … 十 3"-?d, 为 平方 数 , 于 
是 , 任 给 (0 志 2k&n), 有 da 二 1 或 da 一 0 且 d+ 一 0, 但 由 条 件 ， 
di 不 可 能 全 为 0%， 于 是 ， 至 少 存在 一 个 i (0Sin), 使 d; 二 1. 经 
过 这 样 的 概括 过 程 ， 解 题 思 路 就 显得 自然 、 有 条 理 了 .但 是 ,这 一 
表述 过 程 还 不 够 简捷 、 概 括 ， 在 寻找 新 的 表述 方法 的 过 程 中 ， 学 
生发 现 用 反 证 法 表述 最 好 ， 如果 任意 di 关 1， 则 由 do 十 3d1 十 … 十 
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3"d, 为 正 整 数 的 平方 , 知 其 除 3 的 余数 为 0 或 1, 可 得 4。 一 0 且 34 十 
十 3"d。 二 mm? 这样 m 是 3 的 倍数 ,从 而 和 十 3dz 十 … 十 3"1d。 是 3 
的 倍数 ， 所 以 d1=0。 从 而 有 d==0。 从 思维 过 程 来 说 ,本题 是 综合 
分 析 : 把 条 件 与 结论 综合 起 来 进行 分 析 , 揭露 它们 的 内 在 联系 ,从 
而 发 现 解决 问题 的 方向 。 

2. 结合 数学 基本 方法 ， 引 导 学 生 在 思维 策略 上 回顾 总 结 ， 使 
学 生 掌握 数学 基本 思想 方法 

在 实际 解 题 过 程 中 ， 学 生 总 是 根据 问题 的 具体 情景 来 决定 解 
题 方法 ,这 种 方法 是 受 具 体 情景 制约 的 , 如 果 不 对 它 进行 提炼 、 概 
括 , 那么 它 的 适用 范围 就 有 局 限 , 不 易 产 生 迁 移 . 因 此 应 在 解 题 后 
让 学 生 反 思 解 题 过 程 ,分析 具 体 方法 中 包含 的 数学 基本 思想 方法 ， 
对 具体 方法 进行 再 加 工 ， 从 中 提炼 出 应 用 范围 广泛 的 一 般 数学 思 
想 方 法 ,为 了 使 解 题 达 到 举一反三 的 目的 , 在 反思 问题 设计 时 ,就 
应 该 考虑 让 学 生 对 具体 方法 进行 再 加 工 ， 提 出 提炼 数学 思想 方法 
的 任务 。 

例如 ,学 生 在 完成 了 “已 知 玉 是 直角 三 角形 4BC 斜 边 BC 的 
中 点 , 通过 4、M 两 点 任意 作 一 圆 交 直 线 4B 于 瓦 , 此 圆 的 弦 EF 
平行 于 BC, 求证 : EF 为 定 长 .” 的 证 明 以 后 ,我 们 设计 了 如 下 摊 
思 过 程 ， 

首先 , 出 示 图 5. 5. 2 (1), 并 给 出 学 生 作业 中 的 证 明 方 法 , 要 
求学 生 判断 正 误 , 并 说 明理 由 .学 生 任 着 已 有 经 验 , 比较 容易 地 发 
现 了 证 明 的 不 足 ， 即 图 形 中 五 点 的 位 置 为 4B 的 中 点 (或 已 点 在 
4C 上 , 或 4M 是 直径 等 ), 这 只 是 一 个 特例 ,由 此 , 结合 “不 共 线 
三 点 确定 一 个 回 ”， 学 生 认 识 到 ,命题 中 的 加 是 “运动 的 "， 图 的 
运动 带 来 了 点 巨 的 运动 ， 因 此 ， 要 获得 何 题 的 正确 证 明 ， 应 该 考 
忠 点 巨 前 位 置 . 通 过 讨论 .归纳 和 概括 , 发 现 点 五 的 位 置 可 以 归结 
为 三 类 : (1? 瓦 与 召 重 合 ; (2) EE 为 4B 的 中 点 ; (3) 其 他 位 置 
《有 的 同学 提出 五 与 4 重合 也 是 特殊 位 置 ,因为 这 时 所 作 贺 与 48 
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图 5.5.2 
相 切 。 经 过 分 析 发 现 , 这 一 位 置 并 不 特殊 ). 这 一 反思 过 程 使 学 生体 
会 了 运动 变化 观点 ， 学 习 了 从 特殊 到 一 般 的 分 析 方法 ， 还 学 习 了 
“分 类 ”思想 一 一 选择 一 个 恰当 的 标准 ,将 问题 不 重 不 漏 地 进行 分 


.类 。 


其 次 , 为 了 使 学 生体 会 分 类 的 意义 和 作用 , 我 们 紧 接 着 提出 : 
“ 互 与 B 重合 这 一 位 置 有 什么 特殊 作用 ?” 学 生 立 即 发 现 , 这 时 ,EF 
一 BM。 这 样 ， 如 果 命 题 成 立 , 那么 “ 定 值 就 是 BM. 也 即 当 EE 与 
B 不 重合 时 ，EF 一 BM ,结合 条 件 EF 平行 于 BM， 显 然 有 四 边 形 
EBMF 为 平行 四 边 形 (如 图 5. 5.2 (2)) .这 里 , “四 边 形 EBMF 是 
平行 四 边 形 ”的 逻辑 意义 是 在 EF 二 BM 的 假设 下 获得 的 , 它 虽然 
是 有 待 证 明 的 ， 但 它 却 揭露 了 命题 成 立时 的 派生 结果 ， 为 证 明 指 
明了 方向 ,因此 ,分 类 有 助 于 使 要 证 的 命题 具体 化 ,打开 解 题 思路 ， 
分 类 体现 了 问题 分 析 的 高 度 理性 化 .这 也 从 反面 指出 了 学 生 解 题 
质量 不 高 的 原因 : 思维 缺乏 逐 辑 性 ， 解 题目 标 不 明确 ， 始 终 是 
“尝试 错误 式 ” 的 ， 比 较 盲目 ， 等 等 。 

再 次 ,要 求学 生 从 一 般 数 学 思想 方法 的 角度 进行 归纳 .通过 总 
结 ， 学 生 们 发 现 ， 证 明 “ 定 值 ” 问题 时 ， 可 以 从 特例 入 手 ， 先 把 
“ 定 值 ” 稳定 下 来 , 使 论证 有 一 个 明确 的 目标 , 在 这 一 目标 的 导向 
下 , 再 对 一 般 情形 作 出 证 明 . 从 若 学 的 角度 来 说 , 一 般 性 富 于 特殊 
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性 之 中 ,特殊 情形 往往 能 为 一 般 情形 的 论证 提供 重要 信息 .而 在 数 
学 论证 中 ,“ 从 特殊 到 一 般 ”是 一 种 普遍 适用 的 方法 .这 一 总 结 使 
学 生 获得 了 一 次 基本 数学 思想 方法 的 重 陶 。 

从 上 述 过 程 可 以 看 到 ， 通 过 引导 学 生 反 思 、 总 结 、 归 纳 ， 既 
使 他 们 看 到 了 自己 思想 的 不 全 面 , 思维 缺乏 条 理性 , 找到 了 差距 ， 
培养 了 他 们 的 思维 逻辑 性 ， 又 使 他 们 学 习 了 解决 “ 定 值 ”问题 的 
一 般 思 想 方 法 ， 还 学 习 了 如 何 将 问题 进行 分 类 ， 使 学 生 切实 体验 
了 数学 思想 方法 对 解 题 的 指导 作用 ,这 就 超出 了 题目 本 身 的 意义 。 

3. 引导 学 生 在 解 题 后 对 问题 的 本 质 进行 重新 剖析 ， 在 将 思维 
由 个 别 推 向 一 般 的 过 程 中 使 问题 逐渐 深化 ， 使 思维 的 抽象 程度 不 
断 提高 

解决 问题 以 后 再 重新 剖析 其 实质 ， 可 使 学 生 比较 容易 地 抓 住 
问题 的 实质 , 在 解决 一 个 或 几 个 问题 以 后 , 启发 学 生 进行 联想 , 从 
中 寻找 它们 之 各 的 内 在 联系 ,探索 一 般 规 律 ， 可 使 问题 逐渐 深化 ， 
还 可 使 学 生 思 维 的 抽象 程度 提高 .例如 , 在 学 生 证 明了 “由 任 一 点 
向 正三 角形 的 三 条 高 线 作 垂 线 ， 则 垂 线段 中 较 长 者 等 于 其 余 两 者 
之 和 ”及 “由 正六 边 形 外 接 回 上 任意 一 点 向 六 个 顶点 引线 段 ， 则 
其 中 两 较 长 者 之 和 等 于 其 余 四 线段 之 和 ”以 后 ， 引 导 学 生 思 考 这 
两 个 问题 的 本 质 ， 发 现 它们 的 本 质 就 是 “由 正三 角形 外 接 圆 上 任 
意 一 点 向 三 个 顶点 引线 段 ， 则 较 长 者 等 于 其 余 两 者 之 和 ”, 这 样 就 
使 学 生 对 具体 问题 的 理解 更 加 深刻 ， 而 且 还 使 学 生体 验 了 数学 问 
题 的 结构 以 及 解决 问题 时 剖析 其 本 质 的 意义 。 


又 如 ,学 生 和 解决 了 “ 设 a, 5>0, 求证 入 十 什 之 a 十 br” 和“ 设 

a, b, c>0, 求证 和 十 人 十 全 之 a+6 二 ec” 以 后 ， 要 求学 生 观 察 它 

们 的 结构 特点 ， 探 讨 能 否 推广 为 一 般 命题 .经 过 讨论 ， 学 生 认 为 ， 
2 

从 结构 上 看 ,一般 命题 应 为 “ 设 z>0 (一 1，2，…，7D)， 则 过 十 
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EE 根据 已 有 特例 的 证 明 思 
路 ,容易 证 得 命题 成 立 .进一步 地 ,将 x 的 次 序 打 乱 ， 即 设 15T 2 
2 是 mm …，z 的 一 个 排列 , 证 明 ， 吾 + 芝 + .2 


十 办 >ma 十 af 十 an .这 时 ， 只 要 注意 到 zi 十 zs 十 … 十 zo 二 zz 


十 z's 十 … 十 x',， 仿 上 面 的 证 明 即 可 得 证 。 

4. 引导 学 生 分 析 解 题 方 法 的 优 劣 ， 优 化 解 题 过 程 ， 寻找 解决 
问题 的 最 佳 方案 

学 生 在 解 题 时 往往 满足 于 做 出 题 上 县， 而 对 自己 的 解 题 方法 的 
优 劣 却 从 来 不 加 评价 , 作业 中 经 常 出 现 解 题 过 程 单一 、 思 路 狭窄 、 
解法 陈旧 、 逻 辑 混乱 、 叙 述 元 长 、 主 次 不 分 等 不 足 ， 这 是 学 生 思 
维 过 程 缺 乏 灵 活性 、 批 判 性 的 表现 ， 也 是 学 生 的 思维 创造 性 水 平 
不 高 的 表现 ,因此 , 教师 必须 引导 学 生 评价 自己 的 解 题 方法 , 努力 
寻找 解决 问题 的 最 佳 方案 。 通 过 这 一 评价 过 程 ， 开 阔 学 生 的 视野 ， 
使 学 生 的 思维 逐渐 朝 着 多 开端 灵活、 精细 和 新 颖 的 方向 发 展 , 在 
对 问题 本 质 的 认识 不 断 深化 过 程 中 提高 学 生 的 概括 能 力 ， 以 促使 
学 生 形 成 一 个 系统 性 强 、 着 眼 于 相互 联系 的 数学 认 知 结构 。 

例如 , 学 生 证 明了 “ 整 系数 多 项 式 P(z) 在 某 些 整数 处 取信 1， 
2,，3, 则 PCz) 至 多 在 一 个 整数 处 的 值 为 5。” 以 后 ， 先 给 出 学 生 中 

用 反 证 法 .假设 有 两 个 整数 m, = 使 已 (mz) 一 PC(z) 一 5, 则 由 因 
式 定理 ， 有 

P(rz)—5=(z—m) (rz—n)Q(r), 

由 条 件 , 设 a,65,c 为 整数 ,P(a) 一 1,P() 一 2,P(c) 一 3。 则 

一 4 一 (2 一 2) (a—n)Q(a), (1) 
(eme-nee, (2) 
—2=(c—m)(c—n)Q(e), (3) 
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由 (2), 由 于 5 一 x 关 5 一 n, 且 56 一 m,5 一 n,Q(5) 为 整数 , 故 有 


5—m 二 士 3， bm 一 土 ]， 
et 或 fs 




















Q(6)= 土 ] QQ)= 土 ] 
b—m 一 土 1， 
或 ft 
QQ)= 土 3。 
因此 有 |m 一 n1==2 或 |m 一 n| 二 4。 
同 理 , 由 C3) 有 
c-—m 二 十 2， c—m 二 土 ]， 
全 或 | 
@(c) 一 士 1 久 (c) 一 士 1 
< 一 以 一 士 1， 
或 | 
QC)= 土 2。 





因此 又 有 |m 一 x| 二 1 或 I{m 一 n1 二 2 或 jm 一 n| 二 3。 

综 土 ,有 |m 一 a1 二 2。, 于 是 (一 mc 一 n 一 个 为 十 1, 另 一 个 为 
一 1;3msn 的 奇偶 性 相同 .这 样 , 由 (1) 可 得 a 一 ,a 一 n 的 奇偶 性 相 
同 , 且 a 一 mx 关 a 一 x; 故 

a 一 m 一 士 2， a—m 二 土 1， 

ee 或 | 

Q(e) 一 士 1 Q(a) 一 土 2。 

但 前 一 种 情况 得 出 jm 一 ni 二 4, 合 去 ,于 是 ,a 一 m,a 一 2 一 个 
为 十 1 ,一 个 为 一 1. 故 


人 人 人 
邓 








C 一 天 一 和 一 失 CcC—n=a—m。 
无 论 哪 种 情况 都 有 < 一 <， 这 是 不 可 能 的 ， 故 原 题 成 立 。 
上 述 解答 过 程 没有 什么 错误 ,但 是 有 许多 地 方 值得 “优化 ”。 
引导 学 生 分 析 原 因 后 发 现 ， 造 成 证 明 过 程 元 长 的 原因 是 没有 恰当 
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运用 有 关 知 识 , 其 实质 是 对 问题 的 本 质 没有 深刻 理解 .事实 上 , 只 
要 用 整数 的 性 质 对 问题 进行 分 析 , 就 可 以 使 问题 获得 简捷 的 解答 ， 
由 (2), 知 56 一 m， 6 一 n 都 是 奇数 , 因此 ze, = 的 奇偶 性 相同 。 
于 是 ，c 一 m，c 一 n 的 奇偶 性 相同 , 由 (3〉 有 
[一 欧 二 土 1, c 一 n 王 二] ， 
于 是 ，(c 一 mm) 十 《c 一 n)= 二 0， 即 2c 二 mw 十 n; 同 理 ，a 一 ma 一 
2 的 奇偶 性 相同 ,由 (1) 有 
4 一 到 一 士 2， a—m 二 土 1， 
a—n 二 和 干 2 4 一 ?= 一干 1， 
无 论 哪 种 情况 都 有 《a 一 mx) 十 (a 一 x) =0， 即 24a 一 mr 十 n。 
综 上 ， 有 a 一 c<， 这 是 不 可 能 的 。 
通过 优化 解 题 过 程 ， 问 题 的 本 质 更 加 清楚 了 , 4 一 mr 与 4 一， 
c 一 m 与 c 一 n 互 为 相反 数 是 关键 , 而 它们 具体 取 什 么 值 并 不 重要 。 
5. 帮助 学 生 从 基本 概念 、 基 础 知识 的 角度 来 剖析 作业 错误 的 
原因 ， 使 学 生 通 过 反思 而 更 加 深刻 地 理解 基本 概念 和 基础 知识 
学 生 往往 在 学 习 基 础 知识 时 不 求 其 解 、 粗 心 大 意 ， 满 足 于 一 
知 半 解 , 这 是 造成 作业 错误 的 重要 原因 。 因 此 , 教师 应 当 结 合 学 生 
作业 中 出 现 的 错误 设计 教学 情境 ,给 学 生 提供 一 个 对 基础 知识 、 基 
本 概念 重新 理解 的 机 会 ， 使 学 生 在 纠正 作业 错误 的 过 程 中 掌握 基 
础 知识 ， 理 解 基本 概念 的 本 质 。 
例如 ， 学 生 在 解答 “已 知 函 数 f(x) 的 图 象 与 函数 g (z) 一 


( 寺 的 图 银 关 于 直线 yx 对 称 , 求 /(4 一 x*) 的 递增 区 间 ” 时 ， 


出 现 了 递增 区 间 为 :( 一 2,2),[ 一 2,2],(0,co) 等 错误 ,其 原因 是 学 

生 对 函数 概念 理解 不 深刻 ,在 解 题 时 ,不 考虑 函数 Az) 的 定义 域 ， 

或 对 递增 函数 概念 理解 不 全 面 。 我 们 在 教学 中 要 求学 生 结合 解 题 

中 的 错误 ,重新 理解 函数 的 概念 ,通过 分 析 , 学 生 进一步 认识 到 , 涉 

及 函数 概念 的 问题 ,要 十 分 注意 它 的 定义 域 ,而 对 函数 的 单调 性 ， 
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则 应 该 从 两 个 角度 来 理解 . 载 函 数 : 函 数值 随 自 变 量 的 增加 而 增 
加 # 函 数值 随 自 变量 的 减少 而 减少 . 减 函数 :函数 值 随 自 变量 的 增 
加 而 减少 ;函数 值 随 自 变量 的 减少 而 增加 .在 解 本 题 时 ,首先 应 确 
定 函 数 f(x) 的 定义 域 为 (0,co) ,然后 确定 /(4 一 x*) 的 定义 域 为 
《一 2,2) ,而 f(x) 为 (0,co0) 上 的 减 函 数 , 当 El 一 2,0) 时 ,4 一 zx? 
递增 ,所 以 f(4 一 z’) 递 三, 而 当 zxE (0,2) 时 ,4 一 xz? 递减, 所 以 (4 
一 z*) 递 增 , 所 以 所 求 区 间 是 (0,2)。 


三 ”从 具体 到 抽象 


在 设置 教学 情境 时 ,从 具体 到 抽象 是 一 个 基本 原则 .为 了 让 学 
生 在 思考 过 程 中 有 一 个 比较 好 的 台阶 ， 教 师 应 该 给 学 生 提供 对 抽 
象 概念 〈 或 观念 ) 的 实际 背景 进行 操作 的 机 会 ， 这 种 操作 是 学 生 
理解 抽象 概念 的 必须 手段 教师 的 聪明 才智 .在 教学 过 程 中 的 作用 
都 体现 在 这 个 操作 过 程 的 安排 之 中 。 

例如 , 在 代数 中 , 关于 年 龄 问题 的 方程 是 学 生 颇 感 困难 的 ,学 
生 在 解决 类 似 于 两 个 人 的 年 龄 差 和 年 龄 比 是 如 何 随 着 时 间 的 变化 
而 变化 的 问题 时 ,常常 觉得 无 从 下 手 .为 此 教师 就 可 以 把 问题 先 具 
体 化 ， 先 让 学 生 解 决 一 个 课本 中 的 问题 : 

1999 年 ， 父 亲 的 年 龄 是 儿子 年 龄 的 8 俯 ，2 年 后 ， 父 亲 的 年 龄 
变 成 儿子 年 龄 的 6 倍 。. 问 ， 父子 俩 1999 年 的 年 龄 各 是 多 少 ? 

具体 解答 时 ， 要 求学 生 分 组 讨论 来 解决 这 个 问题 ， 并 算出 父 
与 子 这 前 后 10 年 的 年 龄 各 是 多 少 ,尽管 这 个 问题 有 一 定 的 困难 ,但 
在 合作 下 , 学 生 基本 上 还 是 可 以 解决 的 .在 此 基础 上 , 再 要 求学 生 
计算 出 父子 俩 每 年 的 年 龄 差 和 年 龄 比 ， 然 后 填 入 下 表 : 
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年 份 【1994[199511996[1997|1998[1999|2o0o [2001| 2002|2003| 2004 

父亲 | 35 | 36| 57 | 38|1a|4|4| 4|43|44|45 
| | 

Ji 了 |olils lsl4 lslsly|s|se|an 

年 龄 关 | 35 | 35 | 35 | 35 | 35 35 35 | 35 

年 龄 比 36 |18.5|12.7| 9.8| 8 |6.8| 6 |5.4|4.9|4.5 


在 填 完 表 格 后 ， 教 师 可 引导 学 生 对 后 面 的 “ 差 ” 和 “ 比 ” 进 
行 讨论 ,一 般 的 ,学生 比 较 容易 理解 “ 差 ” 为 常数 这 一 点 ， 而 对 
“ 比 ”的 变化 的 理解 却 需要 动 点 脑子 .不 过 ， 从 表 中 可 以 观察 到 ， 
“ 比 ” 是 随 着 年 龄 的 增加 而 减少 的 .为 了 使 学 生 更 加 深刻 地 理解 变 
化 规律 ， 教 师 可 进一步 地 要 求学 生 作出 年 龄 差 随时 间 变 化 的 图 象 
(以 时 间 为 开 轴 , 年 龄 差 为 y 轴 ), 并 要 求学 生 先 猜测 一 下 形状 。 对 
于 初中 学 生来 说 ， 这 个 问题 不 算 难 ， 他 们 能 够 想象 出 图 象 是 射线 
《如 图 5. 5. 3 ,在 此 基础 上 ， 再 给 学 生 提出 作 以 时 间 为 z 轴 ,年 龄 
比 为 y 轴 的 图 象 的 任务 .同样 可 要 求学 生 在 具体 作 图 之 前 猜测 一 
下 图 象 的 形状 .他们 经 过 自己 的 实践 、 相 互 讨论 ， 作出 了 图 象 如 
图 5. 5. 4) ， 并 且 与 前 面 的 图 象 作 比较 ， 发 现 了 它们 之 间 的 差别 。 
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图 5. 5. 3 
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1994 1995 1996 199719981999 20002001200220032004 年 份 


图 5. 5.4 

进一步 ， 还 可 以 要 求学 生 讨论 一 下 年 龄 比 随时 间 变 化 的 趋 
势 ,并 用 图 象 的 变化 趋势 来 验证 .为 了 使 这 种 变化 趋势 看 得 更 加 明 
显 , 可 提醒 学 生 多 选 几 个 后 续 年 份 , 并 用 描 点 法 作 图 。 通 过 作 图 并 
与 表格 联系 , 许多 学 生 都 能 看 出 , 年 龄 比 趋 近 于 1, 图 象 与 平行 于 
xz 轴 并 与 z 轴 的 距离 为 1 的 直线 越 来 越 接 近 。 有 的 学 生还 能 指出 ， 
这 个 比值 永远 不 能 取 1， 因 为 年 龄 差 总 是 存在 的 。 

显然 ， 这 样 的 教学 需要 比较 多 的 时 间 ， 并 且 课 堂 组 织 的 困难 
也 更 大 。 但 是 , 如 果 仅 从 课本 到 课本 ,只 要 求学 生 解 决 那些 已 经 被 
抽象 好 的 数学 题目 ， 用 现在 流行 的 话 来 说 ， 就 是 只 要 求学 生 给 出 
抽象 好 的 数学 模型 的 解 ， 而 不 让 学 生 经 历 模 型 的 抽象 过 程 ， 这 不 
但 使 学 生 失 去 了 应 用 数学 知识 解决 实际 问题 的 机 会 ， 而 且 对 能 力 
培养 也 非常 不 利 . 现 在 ， 学 生 有 机 会 通过 从 具体 到 抽象 的 数学 活 
动 ， 自 己 获得 数学 模型 并 解决 之 ， 把 解决 一 个 一 般 的 数学 课本 问 
题 变 成 了 一 次 颇 有 价值 的 数学 研究 ,这 既 提高 了 学 生 的 学 习 兴 趣 ， 
又 使 学 生 受到 了 如 何 进行 数学 研究 的 训练 .过 去 ,在 讨论 函数 性 质 
时 ， 总 是 干巴 巴 地 列 出 几 条 结论 ， 也 不 知道 它们 到 底 有 些 什么 作 
用 。 对 函数 性 质 的 应 用 也 只 是 让 学 生 解决 一 些 类 似 于 比较 大 小 的 
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问题 ， 其 过 程 也 是 从 抽象 到 抽象 ， 这 必然 使 学 生 失 去 兴趣 。 现 在 ， 
通过 解决 实际 问题 ， 使 学 生 明确 了 讨论 函数 性 质 的 必要 性 ， 看 到 
了 学 习 数学 的 作用 .在 探索 过 程 中 ， 学 生 认识 了 常数 函数 及 其 图 
象 、 单 调 递减 函数 及 其 变化 趋势 (对 渐 近 线 的 直观 认识 ), 还 建立 
了 关于 数学 研究 的 一 些 正确 观念 ， 这 些 都 是 解决 书本 题目 所 无 法 
做 到 的 。 

以 上 谈 的 是 在 新 知识 的 学 习 过 程 中 的 教学 情境 设置 问题 .在 
复习 课 中 同样 可 以 设计 类 似 的 教学 情境 .例如 ， 在 几何 复习 课 上 ， 
有 的 教师 出 了 这 样 一 道 题目 ， 

有 一 位 同学 打算 做 一 个 角 的 二 等 分 问题 。. 当 他 画 好 了 一 个 角 
后 如 图 5. 5. 5 (1))， 不 小 心 碰 倒 了 墨水 瓶子 而 把 角 涂 黑 了 (如 
图 5. 5.5 (2))。 请 问 ， 他 该 如 何 利用 这 个 图 形 完成 作业 ? 

当然 ,重新 画 出 这 个 角 的 方法 是 太 简单 了 .教师 要 求 只 能 利用 
已 有 的 图 形 ， 但 允许 同学 之 间 进 行 讨论 .这 个 问题 看 来 并 不 复杂 ， 
但 却 能 体现 出 十 分 灵活 的 方法 ， 而 且 在 解 题 过 程 中 能 够 复习 许多 
几何 知识 .有 的 学 生 在 直观 上 立即 给 出 了 解法 : 将 纸 对 折 , 使 角 的 
两 边 重合 ， 那 么 ， 折 痕 就 是 所 求 的 对 角 线 。 尽 管 这 不 能 算是 解答 ， 
但 是 其 中 包含 了 对 称 的 思想 。 


Cc 


《1) (2) 
图 5. 5.5 
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解法 1: 

如 图 5. 5, 6， 作 平行 于 4B 的 直线 a， 再 作 平 行 于 CB 的 直线 
5， a 与 4B, 5 与 CB 的 距离 都 是 +, 设 它 们 的 交点 是 D; 作 平 行 
于 48 的 直线 c, 再 作 平 行 于 CB 的 直线 d, c 与 4B, 4d 与 CB 的 
距离 都 是 y, 设 它们 的 交点 为 瓦 。 则 点 万 ， 三 都 是 角 下 分 线 上 的 点 。 
联结 万 ,五 两 点 即 得 所 求 。 








图 5. 5. 6 图 5. 5.7 











解法 2: 

如 图 5. 5.7， 作 平行 线 1,， mw, 设 1 与 4B, CB 分 别 交 于 A, C 
点 ; 现 与 4B， CB 分别 交 于 ,EE 点 。 

分 别 作 LCAB 与 人 ACB 的 平分 线 , 设 它们 的 交点 为 下 则 下 
点 在 ABC 的 平分 线 上 ; 

分 别 作 人 EDB 与 人 DEB 的 平分 线 , 设 它们 的 交点 为 G, 则 G 
点 也 在 人 ABC 的 平分 线 上 。 

联结 点 了，G 两 点 ， 则 直线 FG 即 为 所 求 。 

解法 3: 

如 图 5. 5. 8, 联 结 AC. 平 分 人 A 和 C, 则 一 4 的 平分 线 和 人 C 
的 平分 线 的 交点 DD 是 人 4BC 的 内 心 。 

过 DD 点 作 DEDA4B, 生 足 为 EE 点 ;过 DD 点 作 DF1CB, 垂 足 
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为 正点 。 

平分 人 EDF, 则 人 EDF 的 平 
分 线 就 是 过 ABC 的 平分 线 。 

在 上 述 解 题 过 程 中 ， 解 法 1 是 
最 易 民 的 ,实际 上 它 直 接 利 用 了 角 
平分 线 的 定义 一 一 角 平 分 线 是 到 
角 的 两 边 距 离 相 等 的 点 的 集合 . 先 
设法 找到 角 平 分 线 上 的 两 个 点 ， 
联结 这 两 个 点 就 得 到 所 求 的 角 平 
分 线 .分 析 其 余 解 法 可 以 发 现 ， 利 图 5. 5.8 
用 角 平 分 线 的 定义 是 所 有 方法 的 本 质 ， 但 是 在 给 出 具体 方法 时 又 
有 多 种 途径 ,而 在 解 题 过 程 中 , 复习 了 角 平 分 线性 质 、 三 角形 内 角 
平分 线 共 点 (内心)、 三 角形 内 接 贺 的 有 关 知 识 .事实 上 ， 在 解法 
2 中 ,直线 !，zm 不 一 定 要 求 平行 ,这 是 对 三 角形 内 心 本 质 的 更 加 
深刻 的 理解 和 更 加 灵活 的 应 用 。 但 这 里 又 不 是 简单 的 复习 .事实 
上 ,知道 角 平 分 线 不 等 于 会 用 角 平分 线 ,因为 所 给 问题 具有 一 定 的 
“开放 性 ”， 学 生 通过 构造 角 平 分 线 的 过 程 ， 对 角 平 分 线 的 内 酒 以 
及 与 它 有 关 的 角 的 含义 、 与 某 两 边 或 直线 ) 距离 相等 的 点 的 轨 
迹 ， 还 有 对 称 等 其 他 几何 观念 都 进行 了 深入 的 理性 分 析 ， 并 且 还 
体验 了 儿 何 构造 的 本 质 。 

数学 结论 是 抽象 的 ， 这 种 抽象 结论 的 理解 需要 具体 背景 的 支 
持 ,事实 上 , 即使 是 数学 家 , 他 们 在 理解 问题 时 也 要 借助 于 具体 背 
景 ， 借 助 于 具体 模型 在 教学 情境 中 ， 利 用 从 具体 到 抽象 的 过 程 ， 
给 学 生 创造 了 去 看 、 去 听 、 去 分 析 、 去 讨论 和 评价 对 某 个 数学 结 
论 的 解释 的 机 会 ， 这 是 一 个 寻找 令 人 信服 的 论据 的 过 程 ， 它 比 那 
种 强化 式 的 记忆 、 重 复 性 的 练习 所 给 人 的 智力 和 能 力 上 的 训练 效 
果 要 好 得 多 。 

我 们 认为 ， 学 生 数 学 观念 的 形成 是 潜移默化 的 ， 它 是 在 具体 
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知识 的 学 习 过 程 中 ,利用 各 种 机 会 体验 数学 知识 的 发 生发 展 过 程 、 
数学 结论 的 获得 过 程 后 逐渐 建立 的 .在 由 具体 到 抽象 的 过 程 中 ,学 
生 获 得 了 自己 寻找 证 据 证 明 数学 结论 的 机 会 。 学 生 对 自己 的 想法 
进行 论证 、 修 正 、 再 论证 、 再 修正 直至 得 到 使 自己 满意 的 结果 的 
过 程 ， 使 他 们 获得 了 对 数学 论断 、 数 学 思想 观念 的 有 效 性 、 合 理 
性 的 信念 ,这 对 数学 教育 来 说 是 非常 重要 的 。 我 们 认为 , 对 于 数学 
教学 来 说 ， 重 要 的 不 是 获得 一 个 结论 ， 而 是 在 获得 这 个 结论 的 过 
程 中 ， 学 生 学 会 了 如 何 对 自己 的 思想 进行 不 断 的 修正 ， 把 原来 不 
全 面 其 至 是 错误 的 想法 逐渐 转化 为 正确 的 结论 .过 去 ,教师 在 课堂 
上 展现 的 都 是 一 些 完美 无 缺 的 最 终结 论 ， 学 生 很 少 有 自己 的 机 会 
对 数学 定理 、 公 式 等 进行 抽象 概括 ， 久 而 久之 ， 学 生 建 立 了 这 样 
的 观念 : 数学 结论 总 是 正确 的 ,他 们 认为 自己 要 做 只 是 接受 它 , 并 
且 用 它 来 “ 解 ”或 “证 明 ” 数 学 题 .因此 学 生 很 少 有 机 会 体验 到 修 
正在 数学 研究 中 的 重要 性 ， 而 这 实际 上 是 数学 推理 的 一 个 必要 的 
组 成 部 分 .数学 的 原 推理 过 程 以 及 那些 非常 规 的 例子 在 数学 的 演 
绎 结构 中 并 不 出 现 ， 发 现 过 程 的 曲折 性 也 不 能 在 最 后 的 结论 中 反 
了 碳 出 来 ,但 数学 教科 书 却 只 是 “演绎 结构 "， 展 现在 学 生 面前 的 是 
漂亮 的 逻辑 证 明 , 以 及 由 此 而 获得 的 结论 ,显然 , 这 与 学 生 的 数学 
思维 活动 过 程 是 不 一 致 的 ， 对 培养 学 生 正 确 的 数学 观念 也 是 非常 
不 利 的 。 .. 

我 们 知道 ， 在 语文 的 作文 课 上 ， 老 师 鼓励 学 生 先 “ 打 草 稿 。 
事实 上 ,“ 打 草稿 ”的 过 程 就 是 一 个 “构造 ”过 程 ， 其 中 包含 了 
“修正 ?。 老 师 也 常常 对 学 生 说 ， 文 章 是 越 修改 越 精彩 .但 是 在 数学 
课堂 上 ， 老 师 却 很 少 要 求学 生 “ 打 草稿 ”"。 他 们 总 是 给 学 生 作出 逻 
辑 推理 的 示范 并 要 求学 生 记 住 并 且 模仿 这 种 迎 辑 推理 过 程 。 从 上 
所 述 , 我 们 应 该 改变 这 种 状况 , 给 学 生 “ 打 草稿 ”的 时 间 和 机 会 ， 
让 学 生 自 己 思考 和 修正 ,要 把 重点 放 在 培养 学 生 正 确 的 数学 信念 
上 ， 而 不 是 放 在 记忆 上 .必须 记 住 , 建立 正确 的 数学 信念 是 一 个 组 
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慢 、 反 复 的 过 程 ， 教 师 应 该 给 学 生 以 参与 的 机 会 ， 而 不 仅仅 是 模 
仿 或 粗略 的 思考 。 


第 六 节 ”课堂 教学 方法 的 变革 
一 一 几 点 具体 建议 


前 面 我 们 探讨 了 课堂 教学 中 学 生 自主 活动 、 独 立 思考 和 探索 
以 及 学 习 共同 体 中 交流 的 重要 性 .但 是 , 对 于 教师 来 说 , 困难 的 是 
如 何 才能 引起 学 生 的 思考 、 探索 和 交流 .在 本 节 , 我 们 将 就 此 提出 
一 些 具体 的 建议 。 

过 去 ,教师 比较 习惯 于 在 课堂 教学 中 采用 讲授 法 进行 教学 , 认 
为 这 样 才能 确保 学 生 学 会 系统 的 数学 知识 ， 而 且 这 样 做 也 是 符合 
数学 本 身 特点 的 , 这 是 因为 数学 具有 逻辑 的 严谨 性 ,另外 , 有 的 心 
理学 家 ( 奥 苏 伯 尔 ) 认为 ， 接 受 学 习 不 一 定 是 机 械 的 ， 只 要 教师 
设计 合理 、 讲 授 得 法 ， 学 生 的 学 习 仍然 可 以 是 有 意义 的 ， 这 就 给 
讲授 法 教学 提供 了 心理 学 依据 。 我 们 认为 ， 这 些 观 点 都 是 有 根据 
的 , 教学 实践 也 证 明 , 讲授 法 确实 可 以 取得 很 好 的 教学 效果 .但 是 
我 们 也 应 该 看 到 ， 采 取 讲 授 法 进行 课堂 教学 ， 学 生 的 数学 活动 形 
式 是 比较 单一 的 ， 学 习 共 同体 中 的 数学 交流 也 是 比较 困难 的 . 因 
此 ， 我 们 应 该 改变 只 有 教师 的 讲授 这 样 单一 的 课堂 教学 方法 ， 多 
许 学 生 有 更 多 的 时 间 进行 相互 合作 ,鼓励 学 生 进行 探索 和 交流 。 适 
当地 组 织 学 生 进 行 分 组 活动 ,为 他 们 提供 一 个 间 学 之 间 共 同 切磋 、 
相互 启发 、 仔细 思索 、 协作 讨论 数学 问题 的 机 会 。 当 学 生 分 组 活动 
时 ， 教 师 可 以 在 教室 里 走动 ， 参 与 学 生 的 讨论 ， 解 答 学 生 的 疑难 
问题 ,激发 学 生 深 入 探索 的 和 欲望, 我们 认为 ， 无 论 采 取 什么 样 的 教 
学 方法 ， 当 学 生 的 思维 “ 卷 入 ”到 一 个 “开放 式 问题 ”中 时 ， 教 
师 与 学 生 之 阅 的 交流 就 显得 非常 重要 了 .为 了 获得 一 个 更 加 有 利 
于 学 习 共 同体 成 员 相 互 交 流 的 数学 课堂 教学 情境 ， 教 师 应 该 注意 
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以 下 一 些 问 题 。 

1. 与 同事 讨论 ， 以 便 及 时 获得 好 的 建议 

在 适合 于 学 生 开 展 交流 和 探索 活动 的 数学 课堂 教学 情境 中 ， 
对 一 个 问题 的 讨论 往往 需要 比较 多 的 时 间 。 而 教师 设计 这 一 教学 
情境 的 过 程 也 会 是 比较 漫长 的 ,需要 发 挥 他 的 聪明 才智 ,就 像 一 个 
人 开辟 一 项 新 事业 一 样 ， 目 标 非 常 重要 和 明确 ， 但 是 到 达 目 标的 
旅途 并 不 平坦 ,这 时 ,如果 有 一 个 志同道合 的 人 与 他 合作 , 那么 这 
种 “旅行 ”会 变 得 更 加 有 趣 ， 通 过 相互 交换 意见 后 决定 的 “旅行 
路 线 " 肯定 会 少 走 许多 言 路 .另外 , 教 病 之 间 的 交流 能 够 碰撞 出 智 
荐 的 火花 ， 并 使 教师 们 在 数学 教育 中 形成 一 种 伙伴 关系 ， 以 共同 
协作 进行 数学 教学 。 

2. 允许 学 生 有 一 个 对 新 的 课堂 教学 方法 的 适应 期 

常言 道 ,习惯 成 自然 "学生 在 传统 课堂 上 已 经 形成 了 一 种 关 
于 如 何 上 数学 课 的 经 验 . 他 们 已 经 习惯 于 教师 先 简 单 扼要 地 复习 
一 下 昨天 的 内 容 ， 然 后 讲解 新 课 ， 再 在 黑板 上 演示 几 个 例题 ,再 
做 小 结 , 最 后 布 园 家 庭 作 业 .教学 过 程 中 , 教师 像 变 魔术 似 地 给 出 
一 个 个 的 数学 定律 、 法 则 ， 学 生 则 默默 地 听 、 接 受 并 努力 地 记 住 
它们 .这 样 的 数学 课 上 ， 学 生 很 少 有 机 会 进行 探索 和 交流 ,尽管 学 
生 也 可 能 不 喜欢 它 , 但 是 他 们 熟悉 它 , 久 而 久之 , 学 生 对 教师 产生 
了 一 种 完全 的 “信任 感 ”。 只 要 教师 告诉 他 们 一 些 数学 定律 、 法 则 ， 
以 及 它们 在 解 题 中 的 用 法 , 学 生 就 会 照 着 做 ,不 幸 的 是 , 这 种 教学 
往往 会 变 成 一 种 “例行公事 ”, 学 生 从 中 受到 的 是 思维 惰性 的 培养 ， 
“ 照 猫 画 虎 ”, 使 内 容 与 形式 相 脱 离 , 其 结果 是 学 生 可 以 不 加 思索 地 
应 用 法 则 , 同时 可 以 完全 不 理会 它 的 本 质 ,运用 法 则 , 同时 又 不 知 
道 为 什么 要 运用 这 个 法 则 ,当然 , 通过 这 样 的 教学 , 很 少 有 学 生 能 
够 运用 所 学 的 知识 来 解决 一 些 比较 复杂 的 问题 。 

改变 数学 课堂 教学 方法 必然 会 带 来 学 生 学 习 方式 的 改变 ， 因 
此 学 生 需 要 一 段 适应 的 时 间 。 不 过 ， 即 使 学 生 适 应 了 新 的 教学 方 
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法 ， 由 于 现在 的 数学 教材 中 内 容 的 选择 和 陈述 方式 的 问题 ， 要 组 
织 学 生 开 展 探索 和 交流 活动 仍然 有 些 困 难 . 另 外 ， 要 求学 生 掌 握 
《记忆 ) 的 知识 太 多 , 使 得 教师 不 敢 用 太 多 的 时 间 让 学 生 进行 探索 
和 讨论 ， 因 为 这 样 确实 要 花费 更 多 的 时 间 ， 而 且 效 果 并 不 是 很 有 
保证 ,这 种 显 虑 在 采取 新 的 教学 方法 的 开始 阶段 会 更 加 严重 一 些 。 
因此 , 要 实行 新 的 数学 课堂 教学 方法 , 教师 应 该 首先 转变 观念 , 还 
要 给 学 生 以 一 定 的 适应 时 间 ， 更 重要 的 是 要 选择 某 些 重要 的 内 容 
作为 “试点 ”改变 教材 的 陈述 方式 , 使 它 有 利于 学 生 进行 探索 和 
交流 。 对 于 重点 内 容 , 应 当 让 学 生 彻底 理解 , 这 就 要 给 予 学 生 足 够 
的 时 间 和 机 会 进行 课堂 讨论 和 进一步 的 研究 .就 探索 和 交流 的 目 
标 来 说 ， 一 次 不 能 太 多 ， 和 否则 的 话 容易 导致 讨论 不 深入 。 

3. 循序 渐进 的 目标 

数学 教学 应 当 有 一 个 高 的 标准 ， 这 是 由 现代 信息 社会 对 人 的 
数学 素养 的 高 要 求 所 决定 的 .因此 ,教师 应 当 鼓 励 学 生 建 立 适合 于 
他 自己 的 数学 学 习 目 标 ， 包 括 较 高 的 技能 、 学 习 数学 的 兴趣 以 及 
学 好 数学 的 自信 心 ,并 在 达到 目标 的 手段 上 给 予 指导 .这 就 要 求教 
师 在 教学 过 程 中 对 学 生 提 出 恰当 的 目标 。 

对 于 教师 来 说 ， 采 取 一 种 新 的 课堂 教学 方法 时 ， 最 总 粹 的 事 
情 肪 怕 是 ， 课 前 设计 了 一 个 自己 认为 是 非常 精彩 的 教案 ， 对 教学 
过 程 进行 了 精心 的 安排 ， 满 怀 信心 她 走 进 教室 ， 期 待 着 学 生 作出 
积极 的 反应 , 取得 好 的 教学 效果 。 但 在 课堂 上 , 学 生 的 情绪 无 精 打 
采 , 对 教师 的 省 发 诱导 无 动 于 惠 , 他 们 采取 了 不 合作 态度 .这 样 的 
挫折 所 引起 的 后 果 可 能 是 非常 严重 的 ， 教 师 和 学 生 可 能 都 会 由 此 
而 产生 对 新 教学 方法 的 失望 和 抵触 情绪 ,以 至 于 不 再 进行 尝试 .这 
种 局 面 与 教师 的 急于 求 成 以 及 不 恰当 的 教学 目标 有 直接 的 关系 。 
与 全 面 改 变 传统 的 教学 方法 并 期 待 马 上 获得 成 功 比 较 ， 制 定 一 个 
循序 渐进 的 “目标 链 ”， 逐 渐 地 实行 改革 是 更 加 明智 的 司法 .任何 
新 的 教学 方法 都 需要 一 个 实验 过 程 ， 在 教师 和 学 生 都 不 太 热 悉 的 
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环境 中 ,应 当 有 一 个 对 新 方法 的 探索 过 程 .教师 可 以 尝试 一 些 新 的 
做 法 , 例如 ,组织 讨论 小 组 , 让 学 生 先 解决 一 些 比 较 容易 的 问题 ， 
然后 再 逐渐 地 推 向 全 过 程 .在 教学 活动 的 进程 中 ,会 出 现 这 样 或 那 
样 的 问题 ， 教 师 应 当 与 学 生 一 起 从 中 总 结 经 验 教训 ， 并 及 时 作出 
修正 。 如 果 你 坚持 尝试 , 遇 到 挫折 时 不 气 馆 ， 顺利 时 也 不 得 意 , 那 
么 ， 经 过 一 段 时 间 后 ， 课 堂 环境 与 气氛 、 学 生 的 学 习 热情 与 技能 、 
交流 的 途径 与 质量 、 学 习 的 效果 等 都 会 有 极 大 的 改观 。 

我 们 建议 ， 在 实行 课堂 教学 改革 时 ， 教 师 可 以 尝试 在 一 节 课 
中 拿 出 5 分 钟 , 或 在 两 周 里 拿 出 一 节 课 , 或 在 一 个 学 期 的 课 里 拿 出 
一 个 单元 ,让 学 生 采 取 探 索 和 交流 的 方式 来 学 习 。 经 过 一 段 时 间 的 
积累 ， 会 取得 一 些 意 想不到 的 效果 。 

4. 选择 合适 的 课题 

在 进行 课堂 教学 组 织 形 式 变革 的 过 程 中 ， 选 择 哪些 课题 作为 
突破 口 更 加 合适 呢 ? 这 里 我 们 对 选择 课题 提出 两 个 具体 建议 :一 是 
选择 那些 长 期 以 来 感到 教学 效果 不 太 理想 的 课题 ;二 是 选择 那些 
具有 上 典型 意义 的 课题 。 

有 教学 经 验 的 教师 知道 ， 每 一 个 教师 都 有 一 些 对 自己 的 教 和 
学 生 的 学 都 不 太 满意 的 课题 ， 这 种 课题 就 是 我 们 实行 改革 的 理想 
目标 ,既然 用 传统 的 方式 教学 还 达到 理想 的 效果 ,那么 我 们 就 应 该 
尝试 一 下 新 的 方法 。 首 先 我 们 可 以 思考 一 下 这 一 课题 在 传统 方式 
下 为 什么 效果 差 ， 然 后 再 针对 这 个 弱点 设计 新 的 方法 。 

另外 一 种 合适 的 课题 是 “典型 例题 .教师 可 以 根据 自己 的 经 
验 ， 或 参考 一 些 别人 的 做 法 〈 现 在 ， 许 多 杂志 上 都 刊登 了 一 些 典 
型 的 教学 案例 , 这 些 案例 就 是 很 好 的 学 习 榜样 ), 再 根据 自己 的 实 
际 情况 进行 “再 创造 ”。 
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第 七 节 一 个 可 以 借鉴 的 例子 


综合 一 些 资料 ， 加 上 我 们 的 调查 ， 为 了 表述 方便 ， 下 面 我 们 
用 第 三 人 称 介绍 一 个 如 何 让 学 生 开 展 探索 、 交 流 活动 的 例子 。 

有 一 位 老师 通过 现代 教育 、 心 理 理论 的 学 习 ， 参 考 了 一 些 国 
内 外 成 功 的 教学 改革 实践 经 验 ， 决 定 在 他 自己 的 班级 里 进行 一 些 
课堂 教学 改革 ,在 高 中 二 年 级 的 “数列 ”教学 开始 时 ,他 给 学 生 先 
出 了 这 样 一 个 问题 : 

将 1，2，3，4，5，6，7，8，9 这 9 个 数字 分 别 填 入 图 5.7. 1 的 
9 个 方 格 中 (此 图 称 为 三 阶 幻 方 )， 使 每 行 、 每 列 及 对 角 线 上 的 三 
个 数字 之 和 (这 个 和 称 为 “ 魔 数 ”) 均 相 等 。 

这 个 题目 有 许多 学 生 在 小 学 里 就 
曾经 见 过 ， 他 们 凭借 记忆 很 快 给 出 了 答 
案 , 也 有 的 学 生 在 进行 一 些 “ 尝 试 错误 ” 
式 的 解答 ,老师 要 求 大 家 不 要 乱 猜 , 应 该 
好 好 想 一 下 ,要 给 出 有 说 服 力 的 解答 , 而 
且 最 好 应 该 具有 “一 般 性 ”. 从 接 下 来 的 
学 生 表 现 来 看 ， 这 位 老师 发 现 他 的 学 生 
对 老师 的 这 种 要 求 有 些 茫 然 。 图 5.7.1 

这 位 老师 对 自己 的 教学 设计 进行 反 
省 后 认为 ， 要 想 让 学 生 真 正 开展 有 效 的 讨论 ， 至 少 应 该 做 两 个 工 
作 ， 一 是 给 学 生 以 解决 问题 策略 上 的 指导 ， 二 是 改变 课堂 组 织 形 
式 。 在 接 下 来 的 一 堂 课 上 ， 他 先 让 学 生 以 四 个 人 为 单位 作 自由 组 
合 ， 组 成 讨论 小 组 ， 然 后 他 给 每 个 学 生发 了 一 张 纸 条 ， 上 面 写 着 
一 些 关 于 如 何 解决 问题 的 策略 ， 如 : 

弄 清 问题 ” 画 个 表格 ， 列 出 已 知 、 来 知 ; 将 已 知 和 未 知 用 更 
加 明确 的 语言 表达 出 来 ; 引入 适当 的 符号 ; 画 个 图 ; 分 解 条 件 ; 分 
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解 目标 ;等 等 。 

拟定 计划 ”回想 过 去 解 过 的 类 似 问 题 ， 用 自己 的 语言 重新 令 
述 一 下 问题 ; 用 不 同 的 方法 重新 叙述 问题 ; 回 到 定义 去 : 猿 一 猜 、 
试验 一 下 ， 先 解决 一 个 容易 的 问题 ， 先 解决 一 个 一 般 化 问题 ; 先 
解决 一 个 特例 ; 等 等 。 

实施 计划 检验 每 一 个 步骤 ; 修正 某 些 有 差错 的 步骤 ; 等 等 。 

反思 与 推广 ”能 否 简 化 你 的 解答 ;能 否 用 另 一 种 方法 解答 :能 
否 推广 问题 等 等 。 

然后 ,他 要 求学 生 参 考 上 述 策略 来 解决 问题 .在 学 生 开展 讨论 
的 时 候 ， 他 在 教室 里 来 回 走动 ， 和 学 生 一 起 商量 ， 问 答 学生 的 疑 
难 问题 , 有 时 还 做 一 些 组 织 工作 , 让 学 生 把 话题 集中 在 问题 上 .有 
时 学 生 会 提出 一 个 解答 ， 问 老师 对 还 是 错 ， 尽 管 他 很 想 回答 
“对 ”或 者 “ 错 ”， 但 是 他 还 是 忍 住 了 ， 他 要 求学 生 自 己 寻 找 证 据 
来 证 明 所 给 出 的 方法 的 正确 性 。 

通过 巡视 ,教师 看 到 大 部 分 学 生 都 有 了 一 定 的 想法 然后 , 他 
让 学 生 上 讲台 讲述 他 们 的 解答 及 其 理由 ,有 的 学 生 说 , 开始 时 , 他 
们 是 用 “ 凑 ” 的 办 法 ,一 个 个 地 试 , 这 种 方法 效率 很 低 . 有 的 是 先 
用 符号 填 表 ， 


1 A13 


a | om | 加 
然后 再 通过 解 方程 组 : . 
al 十 aiz 十 at 一 15， ai 十 azz 十 azs 一 15， 

Cal 十 aa 十 aas 一 15， ai 十 al 十 aa 一 15， 
il 十 az 十 az 一 15， al 十 az 十 aa 一 15， 
au 十 az 十 2a 一 15， al 十 2 十 as 一 15， 
而 获得 答案 显然 ， 这 种 方法 是 比较 机 械 的 .有 的 是 先 算出 每 一 行 
( 列 ) 的 和 应 当 为 15， 青 将 偶数 填 在 对 角 线 上 《2 与 8，4 与 6 各 在 一 
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条 对 角 线 上 )， 再 填 其 余数 ， 至 于 为 什么 这 么 填写 ， 则 说 不 清楚 。 
也 有 的 说 ， 因 为 庄 每 一 行 、 列 以 及 对 角 线 的 和 都 相等 ， 因 此 数字 
应 该 大 小 互补 ， 即 如 果 分 组 的 话 ， 应 当 是 (1，9) ，(2，8) ，(3， 
7)，(4，6)，5， 因 此 5 应 填 在 中 间 ， 再 填 别 的 数 ， 等 等 。 
从 结果 来 看 , 已 经 有 很 大 的 进步 , 但 还 不 太 理想 。 因 此, 接 下 
来 ,这 位 老师 要 求学 生根 据 上 面 已 有 的 方法 , 再 结合 解 题 策略 , 进 
一 步 地 理 清 思路 ， 改 进 解 题 方 法 .由 于 所 给 问题 的 趣味 人 性 比较 强 ， 
再 加 上 已 有 的 解 题 思 想 ， 学 生 就 有 了 给 出 更 好 的 解答 的 热情 和 信 
心 .在 课 后 ,情意 相 投 的 学 生 组 成 了 小 组 对 问题 展开 了 讨论 .通过 
比较 各 种 思路 ， 他 们 逐渐 地 统一 了 思想 ， 在 下 一 节 课 上 ， 给 出 了 
比较 一 致 的 思路 ,他 们 认为 ,要 解决 好 本 题 ， 首 先 应 该 计算 “ 魔 
数 "， 本 题 的 “ 尊 数 ”为 15， 这 是 目标 ;接着 应 当 填写 中 间 这 个 位 
置 ， 因 为 这 个 位 置 对 所 有 其 他 位 置 都 有 影响 ， 这 个 位 置 应 当 填 5 
然后 再 按照 (1，9) ，(2，8) ，(3，7) ，(4，6) 的 顺序 填写 ， 数 
字 1 不 能 填 在 对 角 线 上 , 因为 对 角 线 上 的 数字 要 影响 到 三 组 数 (一 
行 、 一列 和 一 条 对 角 线 )， 而 “和 ”为 15 且 包含 1 的 三 数组 只 有 
(1，5，9)，(1，6，8)》 两 组， 只 要 恰当 地 填 好 一 组 数字 ， 其 余 就 
非常 容易 填写 了 .在 这 个 思考 过 程 中 ,实际 上 用 了 教师 所 给 的 一 些 
策略 ， 如 将 条 件 具 体 化 〈“ 魔 数 ” 为 15)， 分 解 条 件 ( 对 数字 先进 
行 组 合 ); 先 解决 特殊 问题 (中间 位 置 、 对 角 线 、 数 字 1 等 ); 等 等 。 
学 生 们 还 看 到 ，, 这 个 问题 可 以 有 许多 解法 , 各 有 特色 .用 方程 的 思 
。 想 解 ， 可 以 使 操作 过 程 程序 化 ， 但 是 过 程 频 瑛 ， 各 个 数字 同等 看 
待 , 理论 上 虽然 也 说 得 通 , 但 实际 操作 时 效果 并 不 一 样 。 还 是 应 该 
先 理解 问题 的 本 质 ， 分 解 目标 ， 将 容易 解决 的 “ 子 目标 ” 先 解 决 
了 ， 从 而 也 为 下 一 个 目标 的 解决 创造 条 件 ,因此 , 与 拿 到 题目 , 简 
单 阅读 后 就 开始 解答 相 比 , 认真 分 析 题 意 有 “ 麻 刀 不 误 砍 柴 工 ”之 
功效 ,另外 ,学 习 一 些 数学 思想 方法 、 数 学 解 题 策略 是 非常 重要 的 ， 
而 不 同 的 解 题 策略 其 适用 范围 也 是 不 同 的 .为 此 ,教师 要 求学 生 在 
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解决 问题 时 特别 注意 策略 的 运用 ,并 要 学 会 自己 总 结 解 题 策略 .为 
了 鼓励 学 生 ， 这 位 老师 在 学 习 园 地 中 开辟 了 一 个 数学 策略 (思想 
方法 ) 的 专栏 ， 发 现 新 策略 的 学 生 可 以 将 他 的 发 现 公布 出 来 。 

接着 ， 老 师 又 提出 ， 已 经 解决 的 问题 中 ， 能 否 分 析 一 下 数字 
的 特点 ?学 生 对 这 个 问题 的 回答 也 有 许多 答案 ， 如 ， 是 前 9 个 自然 
数 ; 相 邻 两 个 数 的 差 都 为 1; 与 5“ 等 距离 ”的 两 个 数 相等 ， 等 等 。 
显然 ， 这 些 都 是 与 等 关 数 列 的 定义 及 其 性 质 有 关 的 ， 如 果 擎 握 了 
等 着 数列 的 有 关 性 质 ， 那 么 在 解 题 时 会 有 许多 方便 ， 还 比较 有 利 
于 推广 命题 ,学 生 虽 然 没 有 学 过 这 些 性 质 ,但 是 他 们 凭借 已 有 的 解 
题 经 验 , 对 它们 已 经 有 相当 的 认识 了 。“ 水 到 汇 成 ” 地 , 教师 及 时 
给 出 了 等 差 数列 的 概念 ， 并 让 学 生根 据 前 面 的 具体 经 验 ， 犹 想 并 
证 明了 等 差 数 列 的 通 项 公式 、 前 ”项 和 公式 及 某 些 性 质 . 这 里 , 特 
唱 有 意义 的 是 由 数字 5 推广 、 一 般 化 而 获得 的 关于 “等 差 中 项 ” 的 
概念 ， 数 列 求 和 的 方法 .由 此 ， 教 师 可 以 回 过 头 来 让 学 生 去 推广 
“三 阶 幻 方 ” 问题 .学 生 通 过 探索 和 交流 , 认为 , 如 果 9 个 数 wy az， 
出 ，a4， as， ass a1， Gs， 0 成 等 差 数列 ， 那 么 就 可 以 组 成 一 个 “三 
阶 幻 方 ”: 











有 人 还 提出 ， 如 果 9 个 数 dls Gz Q39 Gs» Gs» dss G71» Ass U9 
中 as 是 wy，as; az，aat aa，ari 04，as 的 等 差 中 项 ,那么 它们 也 
能 组 成 “至 阶 幻 方 ”这 样 ,任意 一 个 数 都 可 以 作为 “ 魔 数 ”而 柏 
应 秆 这 个 “ 魔 数 ” 的 “ 幻 方 ”可 以 有 无 数 个 .但 利用 1，3，5，7， 
10，13，15，17，19 不 能 组 成 “三 阶 幻 方 ” 这 一 反例 ， 学 生得 知 
这 种 推广 是 不 成 立 的 。 
在 土 述 教学 中 ， 教师 外 等 差 数 列 的 教学 与 <] 方 *、 “ 竹 数 ”等 
有 趣 的 概念 结合 起 来 ， 使 学 生 对 等 差 数列 的 认识 建立 在 一 种 生动 
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的 背景 上 ， 既 提高 学 生 学 习 的 兴趣 、 探 索 和 交流 的 欲望 ， 又 使 他 
们 在 探索 “ 幻 方 ” 规 律 的 过 程 中 ， 对 数列 的 性 质 有 了 非常 直观 的 
理解 . 据 此 , 教师 再 进一步 地 引导 学 生 : 能 否 从 上 面 的 探索 中 引出 
更 多 的 等 差 数 列 性 斋 ? 学 生 由 前 面 的 < 十 wm 一 as 十 ca 一 十 ae? 一 as 
十 qs 二 2as, 推广 可 得 , 对 一 般 的 等 差 数 列 {a,}, 如 果 吉 十 wn 二 pp 十 
4 m,n, pp 9EN) ， 则 a 十 a, 二 ap 十 ar。 进 一 步 的 ,将 通 项 公式 
Qn 二 Ql 十 (mr 一 1) dap 二 Qi 十 (p 一 1) 4d 代入, 有 as 二 ai 十 (mx 一 
1) d=ap4Tas+ (9 一 1) d, Wa.—ap= Cm—g) d= (n—p) ds 


由 此 可 进一步 得 4 一 全 二 2 ， 其 中 nz。 

. 当然 ,这 种 推广 对 于 学 生来 说 并 不 是 一 件 轻而易举 的 事情 , 特 
别 是 对 于 应 该 从 哪个 角度 、 什 么 方向 来 推广 , 学 生 更 是 感到 困难 ， 
而 这 正 是 需要 着 重 加 以 培养 的 探索 能 力 , 另 一 方面 ,这 种 教学 所 需 
时 间 是 比较 多 的 , 但 是 , 在 这 里 花费 时 间 又 是 非常 值得 的 ,因为 学 
生 从 中 学 到 了 许多 东西 ， 特 别 是 培养 了 探索 问题 的 兴趣 、 与 别人 
交流 的 欲望 、 发 现 问题 和 解决 问题 的 技能 与 能 力 ， 还 有 对 失败 的 
忍受 能 力 、 对 解 题 过 程 的 调控 能 力 、 与 人 交往 的 能 力 ， 更 重要 的 
是 培养 了 独立 思考 、 自 我 学 习 自 我 所 高 的 能 力 , 等 等 ,从 发 展 的 角 
度 来 看 ,这样 的 课堂 组 织 形式 更 适宜 于 使 学 生 学 会 学 习 , 因此 , 尽 
管 开始 时 会 费时 较 多 ， 但 逐渐 的 就 能 加 快速 度 。 

通过 上 述 教学 , 我 们 可 以 看 到 , 采用 “开放 式 问题 ”， 让 学 生 
在 独立 思考 、 积 极 探索 和 相互 交流 的 过 程 中 学 习 数 学 知识 ， 无 论 
是 在 知识 的 理解 、 能 力 的 获得 还 是 在 心理 的 发 展 上 ， 都 有 许多 传 
统 教学 所 无 法 比拟 的 优点 .过 去 我 们 常常 担心 ,“ 讨 论 式 ” 的 课 党 
教学 比较 难以 控制 ， 学 生 认 知 发 展 水 平 的 限制 难以 保证 使 学 生 通 
过 自己 的 独立 探索 和 相互 交流 来 掌握 教学 大 纲 中 规定 的 数学 知 
识 , 特别 是 数学 知识 的 系统 性 将 受到 破坏 ,或 者 说 在 “讨论 式 ”的 
课堂 教学 中 难以 学 到 系统 的 数学 知识 ， 另 外 ， 教 学 时 间 上 也 无 法 
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保证 ,但 是 ,从 上 面 所 举 的 例子 我 们 可 以 看 到 ,只 要 问题 出 得 合适 ， 
所 担心 的 问题 还 是 能 够 得 到 解决 的 .不 过 ,困难 在 于 出 一 个 与 当前 
所 学 内 容 相 适应 的 问题 并 不 是 一 件 容易 的 事情 ， 教 师 的 教学 水 平 
在 很 大 程度 上 就 体现 在 他 对 问题 的 选择 上 .当然 ,最 重要 的 是 教师 
要 树立 正确 的 教学 思想 ， 这 样 才能 在 教学 中 有 意识 地 安排 让 学 生 
进行 探索 和 交流 的 活动 ， 才 能 在 教学 过 程 中 有 意识 地 向 学 生 传授 
思维 策略 ， 并 鼓励 学 生 自己 总 结 和 提炼 思维 策略 。 

从 发 展 趋势 来 看 , 在 数学 学 习 (包括 课 内 学 习 和 课外 学 习 ) 中 
强调 主体 活动 、 强 调 数 学 知识 的 过 程 性 ， 在 数学 教学 中 以 发 展 学 
生 的 个 性 、 创 造 精神 和 创造 力 为 主要 目标 ， 从 而 培养 学 生 对 未 来 
社会 的 适应 能 力 , 应 当成 为 数学 教育 追求 的 主要 目标 ,因此 , 在 数 
学 课堂 里 引进 “开放 式 问 题 ” 也 将 成 为 必然 ， 它 可 以 作为 贯彻 素 
质 教 育 思想 的 一 个 切入 口 ， 成 为 培养 学 生 的 创新 能 力 的 载体 ,但 
是 ， 对 于 “开放 式 问 题 ”， 我 们 还 了 解 不 多 ， 需 要 大 力 进 行 研究 。 
而 且 我 国 长 期 以 来 形成 的 重视 数学 知识 的 逻辑 性 、 严 谨 性 和 体系 
严密 性 的 传统 ， 也 使 得 我 国 数学 教育 界 对 “开放 式 问题 ”有 一 个 
适应 期 .另外 , 数学 教育 毕竟 还 有 知识 教学 的 任务, 而 对 于 知识 的 
掌握 来 说 ,“ 封 闭 式 问题 ”的 作用 是 不 能 忽视 的 , 因此 , 我 们 并 不 
能 因为 “开放 式 问题 ”的 优点 而 否定 了 “封闭 式 问题 ”的 作用 。 事 
实 上 ,这 两 者 是 可 以 互补 的 。 
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结束 语 
数学 教育 如 何 迎 接 知 识 经 济 的 挑战 


在 国家 大 力 提倡 素质 教育 的 大 背 是 下, 数学 教育 改革 已 经 进 
入 一 个 关键 时 期 数学 教育 改革 受到 社会 各 界 的 普 遗 关注 ,人 们 期 
待 着 数学 教育 改革 的 成 功 ， 对 数学 教育 改革 寄 子 极 大 的 希望 ， 原 
因 是 人 们 对 数学 在 社会 发 展 中 的 地 位 的 认识 提高 了 。 人 们 普遍 认 
识 到 :@ 国家 的 繁荣 昌盛 关键 在 于 高 新 科技 和 高 效率 的 经 济 管理 ， 
“高 新 技术 的 基础 是 应 用 科学 ， 而 应 用 科学 的 基础 是 数学 ”， 事 实 
上 ， 数 学 已 经 成 为 自然 科学 、 社 会 科学 和 行为 科学 的 基础 ， 数 学 
的 内 容 、 思 想 、 方 法 在 人 类 社会 生活 中 已 经 得 到 广泛 的 应 用 ， 而 
数学 的 符 导 和 句法、 词汇 和 术语 已 经 成 为 表述 关系 和 模式 的 通用 
工具 ; 数学 在 提高 一 个 民族 的 科学 和 文化 索 质 上 起 着 非常 关键 的 
作用 ， 她 不 但 给 人 以 实用 的 技术 ， 而 且 也 给 人 以 能 力 ， 这 些 能 力 
“包括 直观 思维 、 逻 辑 推理 、 精 确 计算 以 及 结论 的 明确 无 误 >; 当 
今 ， 数 学 已 经 同时 具有 科学 与 技术 两 种 品质 ， 这 是 其 他 学 科 所 难 
以 具备 的 。 

基于 对 数学 的 上 述 新 认识 ， 人 们 对 数学 教育 的 认识 也 有 了 新 
的 变化 。 人 们 普遍 认识 到 ， 

第 一 ， 数 学 素养 是 一 种 文化 素养 。 因 此 , 数学 教育 应 当 着 眼 于 
人 的 文化 素质 教育 。 非 智力 因素 是 文化 素养 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 


中 王 梯 坤 .今日 数学 及 其 应 用 . 数学 通报 ，1994 (7) 
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因此 ， 数 学 教育 应 当 重 视 培养 学 生 正 确 的 学 习 动 机 、 浓 厚 的 学 习 
兴趣 , 饱满 的 学 习 热情 、 坚 强 的 学 习 毅 力 和 完美 的 个 性 ; 同时 , 在 
数学 教学 中 又 要 注意 发 挥 非 智力 因素 的 动力 功能 的 作用 ， 以 激发 
学 生 的 数学 学 习 和 欲望, 引导 学 生 克 服 困 难 、 坚 持 学 习 。 总 之 , 数学 
教学 必须 使 掌握 数学 知识 、 发 展 数学 能 力 与 培养 非 智 力 因素 结合 
起 来 。 . 
第 二 ， 要 强调 数学 教育 的 基础 性 。 这 与 第 一 点 是 密切 相关 的 ; 
正 因为 数学 教育 应 当 使 学 生 达 到 较 高 的 数学 素养 ， 数 学 教育 就 应 
当 使 学 生 既 掌握 一 定 的 、 社 会 生活 所 必须 的 数学 基础 知识 和 基本 
技能 , 又 形成 数学 地 思维 的 习惯 和 能 力 . 同 时 , 强调 基础 性 的 另外 
一 个 意思 是 数学 教育 应 当面 向 大 多 数 ， 距 为 学 生 参 加 社会 生产 建 
设 作 好 准备 ， 又 为 继续 升学 打 好 基础 。 

第 三 , 数学 教育 的 “支点 ”是 使 学 生 达 到 较 高 的 智力 水 平 , 具 
体 落实 在 提高 学 生 的 思维 能 力 上 .数学 的 高 记 抽 象 性 和 严密 逻辑 
性 的 特点 ， 使 数学 教育 在 发 展 学 生 的 推理 能 力 、 逻 辑 思 维 能 力 上 
具有 特别 重要 的 意义 ， 发挥 着 别 的 学 科 所 无 法 替代 的 作用 , 因此 ， 
数学 教育 是 发 展 学 生 的 推理 能 力 和 逻辑 思维 能 力 的 最 好 途径 。 

第 四 , 要 加 强 数学 的 应 用 意识 ,一 方面 , 在 教材 组 织 上 , 应 当 
努力 与 学 生 的 生活 实际 相 联 系 ， 使 他 们 能 够 切身 感受 到 数学 在 他 
们 生活 中 获得 成 项 的 决定 性 作用 ， 另 一 方面 ， 要 教 给 学 生 应 用 数 
学 知识 的 技能 ， 具 备 牢固 的 数学 基础 知识 并 不 等 于 就 能 进行 数学 
的 实际 应 用 , 数学 应 用 的 能 力 需 要 专门 的 训练 和 培养 .当然 , 在 基 
础 教育 阶段 ， 数 学 的 应 用 应 该 与 学 生 的 生活 背景 相 结合 ， 与 学 生 
的 认 知 发 展 水 平 相 适 应 , 不 能 要 求 过 高 .在 基础 教育 阶段 , 数学 知 
识 的 学 习 仍然 是 主要 的 ， 数 学 应 用 教学 的 实质 是 使 学 生 形 成 数学 
应 用 的 意识 ,让 学 生体 验 数学 应 用 的 精神 .应 用 数学 知识 与 学 习 数 
学 知识 是 相辅相成 的 ， 通 过 数学 知识 的 应 用 ，、 既 能 更 加 深刻 地 理 
解 知识 ， 又 培养 了 应 用 意识 。 
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第 五 ,应 当 加 强 计 算 机 教育 .人 类 社会 已 经 开始 进入 高 科技 时 
代 ，21 世 纪 是 信息 化 社会 , 信息 科学 技术 是 信息 化 社会 发 展 的 基 
础 , 而 计算 机 技术 则 是 信息 科学 技术 的 基础 。 因 此 , 一 个 不 懂 计 算 
机 的 人 在 信息 化 社会 中 将 面临 生存 危机 .所 以 ,计算 机 教育 的 任务 
是 非常 追 切 的 ,而 数学 教育 承担 这 一 任务 是 责无旁贷 的 ,这 对 数学 
教育 既是 一 个 挑战 ， 又 是 一 个 机 过 ， 它 能 够 使 人 们 加 快 更 新 数学 
教育 观念 的 步伐 ， 促 使 教学 内 容 、 教 学 方法 、 教 学 手段 的 变革 。 

对 数学 教育 的 上 述 认识 反映 在 数学 课堂 教学 改革 上 ， 则 形成 
了 下 列 共识 ， 

第 一 ， 真 正确 立 学 生 在 数学 课堂 教学 中 的 主体 地 位 ， 使 学 生 
在 数学 学 习 活动 中 真正 享有 思考 的 自由 ， 给 予 学 生 独 立 思考 的 空 
间 . 自 由 、 自主 、 独立 是 人 在 社会 上 的 立身 之 本 , 也 是 学 生 获 得 能 
力 的 基石 。 

另 一 方面 ,由 于 数学 教育 是 通过 一 定 的 数学 知识 经 验 的 传递 ， 
使 学 生 建立 起 一 定 的 数学 认 知 结构 数学 知识 、 技 能 、 能 力 和 数 
学 观 的 总 和 ) 的 过 程 , 学 生 是 数学 知识 经 验 的 接受 者 .因此 , 学 生 
的 数学 学 习 又 是 接受 性 的 ,从 这 个 意义 上 说 ,学 生 在 数学 教学 过 程 
中 主体 作用 的 发 挥 又 是 有 条 件 的 ,当然 ,经 验 的 接受 不 能 像 物 的 接 
受 那样 以 消极 被 动 的 、 简单 的 、 不 变形 、 不 变质 的 现成 形式 实现 ， 
而 必须 经 过 学 生 自 己 对 数学 知识 进行 主动 的 重新 建构 才能 实现 。 

第 二 ,数学 课堂 教学 要 确保 学 生 开展 独立 自主 的 数学 活动 ,以 
利于 培养 学 生 的 创造 精神 和 创造 力 .关于 这 一 点 ,主要 是 接受 了 斯 
托 利 亚 尔 “数学 活动 的 教学 ”的 思想 .按照 他 的 观点 ,数学 活动 是 
分 层次 的 ， 而 这 种 层次 又 是 与 学 生 的 思维 发 展 水 平 相 适 应 的 ， 在 
各 种 不 同 的 屋 次 上 ， 数 学 活动 又 是 分 阶段 的 ，(1) 经 验 材 料 的 数 
学 组 织 化 (2) 数学 材料 的 逻辑 组 织 化 3) 数学 理论 的 应 用 ,数学 
教师 应 当 依 据 数学 活动 的 层次 和 阶段 ， 为 学 生 提供 适当 的 教学 情 
景 ， 使 学 生 能 够 “ 像 数 学 家 那样 自己 去 发 现 真 理 ”. 这 样 的 教学 对 
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教师 是 一 个 挑战 ， 而 对 学 生 “ 则 比 死记 那些 不 理解 其 来 源 、 意 义 
和 相互 联系 的 命题 和 证 明 的 形式 体系 更 容易 些 ”， “如果 教 学 不 以 
死记 已 建立 的 体系 为 上 的 而 是 组 织 学 生 讨 论 ， 使 他 们 能 够 重新 发 
现 这 个 体系 的 命题 内 容 的 事实 ,然后 从 逻辑 上 把 它们 整理 成 系统 ， 
这 会 更 快 地 发 展 学 生 的 思维 能 力 ， 使 之 真正 理解 学 习 材料 ”了 

第 三 ,数学 教学 既 要 教 “结论 ”， 更 要 教 “过 程 ”。 有 的 人 将 它 
有 具体 演化 为 数学 教学 的 “全 面 性 ”， 有 的 人 则 将 其 具体 化 为 “数学 
方法 论 的 教育 方式 ”, 等 等 .由 于 数学 具有 内 容 表述 的 “形式 化 ”和 
理论 发 现 的 “经 验 性 ”的 特点 ， 因 此 数学 教学 活动 就 既 要 重视 数 
学 内 容 的 形式 化 ,又 要 重视 数学 发 现 过 程 的 经 验 性 当前 的 数学 课 
堂 教学 存在 着 过 分 强调 形式 化 的 迎 辑 推理 及 其 结论 ， 忽 视 数学 理 
论 的 直观 背景 及 其 发 生发 展 过 程 的 倾向 ， 因 此 ， 强 调 数学 活动 的 
过 程 性 具有 更 大 的 现实 意义 。 

以 上 我 们 主要 从 数学 课堂 教学 角度 对 数学 教育 改革 的 情况 进 
行 了 简单 的 回顾 .事实 上 , 数学 教育 研究 正 处 于 一 个 关键 时 期 ， 我 
们 大 家 已 经 感觉 到 了 其 中 的 许多 困惑 ， 思 想 也 比较 混乱 ， 方 向 也 
不 太 明确 。 这 与 我 国 80 年 代 的 数学 教育 研究 形成 鲜明 的 对 照 , 那 时 
的 问题 清楚 ， 方 向 明确 ， 使 人 非常 清晰 地 感觉 到 研究 的 进展 和 深 
入 。 我 们 认为， 造成 当前 数学 教育 研究 徘徊 状况 的 原因 是 复杂 的 。 
在 世纪 之 交 ， 人 类 社会 即将 进入 知识 经 济 时 代 的 情况 下 ， 我 们 应 
当 认 真 思考 造成 徘徊 的 原因 ， 理 清 思 路 、 关 明 方向 走出 困惑 , 使 
数学 教育 在 新 的 时 期 有 一 个 较 大 的 发 展 。 

下 面 我 们 从 人 类 社会 在 走向 知识 经 济 时 代 的 过 程 中 ， 对 数学 
教育 所 提出 的 新 要 求 的 角度 谈 谈 我 们 的 恩 考 。 

1. 数学 教育 的 综合 化 

数学 教育 研究 本 来 就 是 多 学 科 交 叉 的 ， 它 涉及 到 数学 哲学 和 


名 ”斯 托 科 亚 尔 A A. 数学 教育 学 . 北京 ， 人 民 教育 出 版 社 ，1985，3 
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数学 教育 哲学 理论 、 数 学 课程 理论 、 数 学 方法 论 、 数 学 教学 理论 、 
数学 学 习 理论 .数学 教育 评价 理论 及 数学 教育 技术 手段 等 .在 人 类 
社会 由 工业 经 济 向 知识 经 济 发 展 的 过 渡 时 期 , 人 们 的 思想 、 观念 ， 
对 事物 的 理解 和 认识 等 都 会 发 生 很 大 的 变化 .由 于 数学 向 其 他 学 
科 的 滩 透 以 及 数学 在 人 类 社会 生活 中 的 广泛 应 用 ， 使 人 们 对 数学 
的 认识 产生 了 极 大 的 变化 ， 这 种 变化 必然 要 对 数学 教育 提出 新 的 
要 求 , 绽 数学 教育 带 来 新 的 变革 .众所周知 ,在 本 世纪 ?0 年 代 之 前 ， 
科学 和 技术 是 两 个 概念 ,“ 科 学 ”是 对 客观 规律 的 系统 探索 和 认识 ， 
它 有 两 个 产物 : 知识 和 技术 。 知 识 的 创新 叫 “ 发 现 ”， 技术 的 创新 
叫 “ 发 明 ”.80 年 代 竟 后， 一 批 上 共有 科学 和 技术 融 含 特性 的 新 技术 
的 出 现 全 使 科学 与 技术 之 间 不 再 界限 分 明 ，. 这 种 新 技术 被 称 为 
“高 科技 ”; 按 照 联合 国 组 织 的 分 类 ; “高 科技 ”主要 有 : 信息 科学 
技术 、 生 命 科 学 技术 、 新 能 源 与 可 再 生 能 源 科 学 技术 、 新 材料 科 
学 技术 、 空 间 科学 技术 、 海 洋 科 学 技术 、 有 荔 于 环境 的 高 新 科学 
技术 :管理 科学 技术 .这 种 分 类 不 再 以 探索 系统 知识 为 标准 , 而 是 
以 追求 效用 为 标准 。 相 应 的 ,数学 教育 就 频 该 适应 这 种 分 类 标准 的 
变 北 ， 把 包括 自然 科学 、 社 会 科学 、 人 文科 学 、 行 为 科学 等 在 内 
的 多 学 科 综 合 研究 作为 今后 的 研究 方式 。 

相应 于 数学 教育 研究 的 综合 化 ， 必 然 导 致 数学 教育 研究 分 支 
的 多 极 化 ， 除 了 上 面 已 经 提 到 的 分 支 以 外 ， 至 少 目前 的 人 文 、 社 
会 、 教 育 、 心 理 等 学 科 的 各 种 分 支 都 可 以 在 数学 这 一 特定 的 学 科 
环境 内 进行 特别 的 研究 ， 从 而 获得 相应 的 数学 教育 研究 分 支 ， 例 
如 ， 教 学 社会 学 、 数 学 社会 心理 学 、 数 学 教学 艺术 论 、 数 学 教育 
研究 方法 论 、 数 学 比较 教育 学 、 数 学 文化 论 、 数 学 文献 学 、 数 学 
评估 学 、 等 ,我 们 认为 , 研究 分 支 的 多 极 化 决 不 是 那 种 “数学 十 教 
育 学 "之 类 的 指 费 所 能 否认 的 .重要 的 是 要 处 理 好 一 般 与 特殊 的 关 
系 ， 要 深入 透彻 地 理解 数学 哲学 、 社 会 学 、 教 育 学 、 心 理学 等 学 
科 的 基本 思想 和 一 般 原 理 ， 在 这 些 基本 思想 和 原理 的 指导 下 ， 去 
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揭示 数学 教育 的 特殊 性 。 那 种 只 强调 特殊 性 而 排斥 一 般 性 以 及 只 
讲 一 般 性 而 忽视 特 殊 性 的 观点 都 是 错误 的 。 我 们 认为 ,在 数学 教育 
研究 中 ; 对 教育 、 心理 的 一 般 理论 学 习 是 非常 重要 的 。 目 前 数学 教 
育 界 仍然 处 于 理论 学 习 阶段 在 学 习 过 程 中 出 现 这 样 那样 的 问题 
和 不 足 是 难免 的 ， 这 是 一 个 经 验 积累 的 过 程 ， 理 论 与 实践 相互 滩 
透 、 融合 的 过 程 .因为 出 现 问 题 和 不 足 就 否定 教育 学 、 心 理学 等 一 
般 理论 的 作用 , 这 是 一 种 不 科学 的 态度 ,实践 是 重要 的 , 但 是 没有 
理论 指导 而 只 有 实践 ,数学 教育 研究 是 要 失去 方向 的 。 数 学 教育 从 
本 质 上 说 属 教育 科学 ， 没 有 一 般 教育 理论 指导 的 数学 教育 理论 与 
实践 是 要 付出 沉重 代价 的 。 

“多 极 化 ”所 带 来 的 一 个 必然 结果 是 研究 队伍 的 “多 元 化 ”, 也 
就 是 数学 教育 研究 需要 各 种 学 科研 究 人 员 的 共同 参与 ， 要 发 挥 
“多 元 积极 性 ”就 目前 的 情况 来 说 , 这 种 需要 可 以 具体 化 为 : 数学 
教育 需要 全 社会 的 关注 ， 而 数学 教育 工作 者 则 应 该 听取 来 自 社会 
各 界 的 意见 和 建议 .这 里 我 们 仅 就 数学 家 ,数学 教育 理论 研究 工作 
者 和 数学 教师 进行 数学 教育 研究 的 问题 谈 谈 看 法 。 

我 们 认为 ， 关 心 数学 教育 的 数学 家 、 数 学 教育 理论 工作 者 和 
数学 教师 是 数学 教育 研究 的 主体 .他 们 在 数学 教育 研究 中 各 有 长 
处 ， 可 以 承担 不 同 的 责任 。 

首先 ,数学 教育 需要 数学 家 的 关注 和 参与 因为 数学 家 对 数学 
的 本 质 、 数 学 的 思想 方法 以 及 数学 研究 的 要 旨 有 着 非常 切身 的 经 
验 和 体会 ， 由 于 有 了 这 样 的 实践 经 验 作 基础 ， 因 而 他 们 对 数学 学 
科 内 在 规律 的 认识 比 其 他 群体 深刻 ， 他 们 对 数学 的 理解 深度 、 对 
数学 发 展 趋势 把 握 的 准确 程度 、 对 数学 研究 所 需要 具备 的 基础 的 
深圳 体验 ,都 是 其 他 群体 所 不 具备 的 。 如 果 数 学 家 在 获得 了 数学 创 
造 以 后 ， 能 够 对 自己 的 创造 过 程 进 行 反思 ， 对 自己 的 思维 过 程 作 
出 真实 的 回忆 ,剖析 其 中 的 成 败 原因 ， 并 提炼 出 一 定 的 数学 思想 
方法 ， 进 而 再 从 数学 哲学 的 高 度 对 这 些 数学 思想 方法 的 本 质 、 数 
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学 研究 的 一 般 规律 性 直 致 数学 的 本 质 等 进行 探索 ， 那 么 ， 他 们 对 
数学 教育 的 贡献 将 会 更 大 、 更 直接 ,在 这 方面 , 王 梯 坤 先生 的 《 今 
日 数学 及 其 应 用 》 是 一 个 典范 ， 徐 利 治 先生 的 数学 方法 论 研究 也 
值得 称道 .我 们 认为 ,数学 家 对 数学 教育 的 研究 是 前 腊 性 的 、 战 略 
性 的 。 他 们 的 经 验 十 分 宝贵 , 这 种 经 验 反 馈 到 数学 教育 中 , 对 于 应 
该 让 学 生 学 习 怎样 的 数学 知识 、 培 养 学 生 哪些 数学 能 力 、 学 生 应 
该 怎样 学 习 数学 、 教 师 应 该 怎样 教 数学 、 应 该 怎样 评价 一 个 人 的 
数学 能 力 等 都 会 有 重要 的 参考 价值 .但 是 这 种 经 验 不 能 直接 用 到 
数学 教学 中 去 ， 原因 是 数学 家 研究 数学 的 主客 观 条 件 与 学 生 学 习 
数学 的 主客 观 条 件 是 完全 不 同 的 .事实 上 ,数学 家 对 数学 的 那 种 感 
觉 是 经 过 长 期 的 数学 研究 实践 后 才 形 成 的 ， 他 们 对 事物 中 的 数学 
关系 的 知觉 是 经 过 专门 训练 的 , 具有 “职业 特点 ”。 更 具体 地 说 , 数 
学 家 是 具备 良好 的 数学 直觉 ， 高 超 地 掌握 了 数学 思想 方法 和 从 数 
学 角度 解决 问题 的 手段 的 群体 ， 他 们 研究 数学 的 目的 是 获得 数学 
上 的 发 明 创造 ,而 学 生 并 不 具备 数学 家 的 “职业 特点 ”， 他 们 学 习 
数学 的 目的 正 是 要 在 掌握 一 定 的 数学 基础 知识 的 过 程 中 形成 这 些 
数学 直 党 和 知 党 能力、 数学 思想 方法 、 用 数学 解决 问题 的 能 力 等 。 
所 以 ， 学 生 学 习 数 学 与 数学 家 研究 数学 的 条 件 、 目 的 等 都 是 不 同 
的 .因此 , 除了 数学 家 的 经 验 、 他 们 对 数学 的 理解 (特别 是 从 哲学 
高 度 上 的 理解 〉 外 ， 还 需要 有 对 数学 学 习 和 数学 教学 内 在 规律 的 
研究 。 

其 次 ,数学 教师 是 数学 教育 的 具体 实施 者 他 们 对 数学 教学 及 
学 生 数学 学 习 的 内 在 规律 有 着 直接 体验 ， 这 种 经 验 是 数学 教育 理 
论 研 究 的 重要 基础 ， 对 其 进行 理性 分 析 和 抽象 概括 ， 可 以 获得 符 
合 数学 教学 实际 的 理论 成 果 ， 这 样 的 理论 成 果 对 数学 教学 的 指导 
意义 是 非常 巨大 的 。 我 们 认为 ， 在 知识 经 济 即将 到 来 的 新 世纪 ， 对 
数学 教师 的 要 求 会 有 很 大 的 变化 ， 数 学 教师 到 底 应 该 具备 哪些 素 
质 才能 适应 这 种 变化 是 一 个 大 的 课题 .总 的 来 说 ,“ 教 书 区 ”将 不 
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再 能 适应 社会 需要 ， 数 学 教师 必须 距 具 有 较 高 数学 理论 修养 ， 精 
通 数 学 教材 和 教学 大 岗 ， 又 有 较 高 的 数学 哲学 、 数 学 教育 学 、 数 
学 学 习 论 等 方面 的 知识 ， 能 够 准确 把 握 数学 课堂 教学 的 客观 规律 
和 学 生 的 数学 学 习 心 理 ， 能 够 澜 察 学 生 学 习 过 程 中 出 现 的 各 种 问 
题 的 内 部 原因 ， 同 时 又 掌握 了 数学 教学 方法 ， 面 对 各 种 数学 教学 
肉 容 及 不 同类 别 的 学 生 ， 都 能 做 到 应 付 自如 、 游 刃 有 余 。 另 外 ,， 数 
学 教师 必须 有 对 教育 事业 的 热爱 和 强烈 的 事业 心 .我 们 认为 ,数学 
教师 增强 教育 科学 研究 的 意识 ， 树 立 “ 教 科研 ”是 教学 质量 的 生 
命 线 的 思想 , 结合 自己 的 工作 , 积极 投身 于 “教科 研 ”， 是 迅速 提 
高 数学 教师 素质 的 捷径 。 

数学 教育 实践 必须 有 数学 教育 理论 的 指导 ， 因 此 ， 数 学 教育 
理论 工作 者 的 地 位 是 不 可 替代 的 ,他 们 对 数学 教育 和 教学 的 本 质 、 
学 生 数学 学 习 的 内 在 规律 、 教 师 的 素质 和 教学 能 力 、 学 生 的 素质 
和 数学 学 习 能 力 、 数学 能 力 的 实质 、 数 学 教材 的 科学 化 和 现代 化 、 
数学 教学 质量 评估 的 科学 化 等 所 进行 的 研究 探索 ， 是 数学 教学 质 
量 的 根本 保证 。 就 目前 的 状况 来 看 ,数学 教育 理论 如 何 能 够 更 加 贴 
近 于 数学 教学 实际 ， 使 数学 教育 理论 指导 数学 教学 实践 具有 更 强 
的 可 操作 性 ,是 需要 更 加 迫切 地 解决 的 问题 .从 科学 研究 发 展 的 历 
史 来 看 ， 过 去 对 基础 研究 、 应 用 研究 和 开发 研究 的 划分 是 界限 分 
明 的 ， 而 且 它 们 一 般 都 很 难 由 同一 个 人 或 同一 组 人 来 完成 。 然 而 ， 
本 世纪 ?70 年 代 以 来 ， 从 基础 研究 到 产品 开发 的 转化 时 间 大 大 缩短 
(5 年 左右 时 间 ), 而 且 科 技 成 果 转 化 为 产品 以 后 的 经 济 效益 非常 巨 
大 ， 这 就 促使 那些 原来 且 难 于 或 不 悄 于 搞 产 品 开发 的 基础 理论 研 
究 者 自己 去 做 成 果 转 化 的 工作 。 由 于 他 们 对 自己 创造 的 理论 的 本 
质 了 如 指 掌 ， 因 此 他 们 在 产品 开发 中 的 优势 也 非常 明显 : 常常 可 
以 跨 过 应 用 研究 而 直接 进入 开发 研究 ， 有 时 ， 原 来 目的 性 不 明确 
的 基础 研究 在 进行 过 程 中 会 被 发 现 有 应 用 价值 ， 于 是 转化 为 应 用 
研究 以 至 产品 开发 我 们 认为 ,基础 研究 的 这 种 变化 是 值得 数学 教 
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育 理论 工作 者 深思 的 ， 在 数学 教育 理论 研究 中 应 当 增强 “应 用 意 
识 ” 和 “产品 开发 意识 ”, 使 我 们 的 研究 成 果 能 够 尽快 地 转化 为 可 
以 提高 数学 教学 质量 和 效率 的 教学 方法 ,在 数学 教育 研究 中 ,基础 
研究 是 非常 重要 的 ， 理 论 基础 厚实 才 会 有 “应 用 研究 ”和 “开发 
研究 ”的 后 劲 . 不 过 , 懂得 大 道理 而 不 会 应 用 于 教学 实际 的 教条 主 
义 者 也 是 大 有 人 在 的 ， 为 了 避免 这 种 情况 ， 数 学 教育 理论 研究 者 
深入 教学 实际 最 好 能 够 自己 去 从 事 具体 的 教学 工作 ), 用 实践 来 
验证 理论 或 从 实践 中 发 现 问题 ， 形 成 课题 ， 是 一 条 比较 可 行 的 办 
法 。 

总 之 ， 数 学 教育 研究 的 综合 化 趋势 需要 发 挥 各 类 群体 的 积极 
性 , 同时 , 这 种 趋势 又 为 研究 人 员 开 辟 了 广阔 的 研究 领域 .任何 一 
个 人 都 可 以 利用 自己 的 智力 资源 “有 所 为 ， 有 所 不 为 ”地 进行 研 
究 ， 占 据 数学 教育 研究 的 一 席 之 地 。 

2. 数学 教育 观念 的 开放 性 

知识 经 济 的 到 来 必然 带 来 数学 教育 观念 和 教学 指导 思想 的 转 
变 ， 这 种 转变 可 在 下 列 几 个 方面 集中 体现 出 来 。 

〈1) 数学 教育 目标 的 开放 性 

具有 挑战 性 的 数学 教育 可 以 为 学 生 提供 用 其 他 方法 无 法 获得 
的 机 会 .为 了 使 学 生 在 大 大 复杂 化 的 全 球 经 济 环境 中 参与 竞争 和 
取得 成 果 ， 作 为 一 种 准备 ， 他 们 对 数学 的 学 习 必须 达到 某 种 高 标 
准 的 水 平 ， 必 须 把 数学 作为 阅读 、 自 然 科学 、 历 史 、 人 文科 学 等 
信息 社会 中 必 备 的 基础 知识 的 中 心 . 因此 , 在 数学 教育 目标 的 研 
究 和 制定 中 ， 应 当 考虑 如 何 为 学 生 进入 社会 参与 竞争 、 寻 找 和 抓 
住 机 会 打下 坚实 的 基础 ， 如 何 适 应 社会 发 展 对 数学 教育 提出 的 新 
要 求 , 为 促进 我 们 社会 长 期 经 济 增长 服务 .总 的 来 说 , 数学 教育 目 


团 [ 美 ] Riley R W. 数学 教育 的 现状 , 为 21 世 纪 建 立 强 大 基础 ,数学 译 林 ,1998 
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标 包 含 四 种 成 分 : 数学 知识 、 社会 需要 、 智力 以 及 情感 与 态度 , 从 
发 展 的 角度 看 , 有 向 后 三 种 成 分 转移 的 趋势 .在 知识 经 济 时 代 , 教 
育 的 核心 是 培养 人 才 的 创造 性 思维 和 创新 能 力 ， 数 学 教育 目标 应 
该 充分 反映 这 种 时 代 的 要 求 ， 把 培养 学 生 的 创造 性 思维 和 创造 精 
神 作 为 核心 目标 ,而 在 当前 的 工业 经 济 向 知识 经 济 过 渡 时 期 ,又 要 
使 我 们 的 教育 目标 在 一 个 比较 科学 的 统一 要 求 下 具有 动态 性 、 灵 
活性 ， 有 人 认为 ， 可 以 把 “帮助 学 生 学 会 数学 地 思维 ”作为 数学 
教育 的 主要 目标 〈 徐 利 治 等 ) .另外 ， 作 为 一 个 对 实际 的 数学 教学 
具有 明确 指导 意义 的 数学 教育 目标 ， 又 必须 是 具体 化 的 ， 而 具体 
化 的 关键 是 建立 数学 教学 的 指标 体系 ， 即 通过 数学 教学 应 该 使 学 
生 在 数学 的 知识 技能 、 能 力 以 及 思想 品德 方面 达到 怎样 的 标准 。 
美国 数学 教 病 全 国 委员 会 就 曾经 于 1989 年 提出 了 数学 教育 的 四 个 
社会 目标 《具有 良好 数学 素养 的 劳动 者 、 终 身 学 习 的 能 力 、 平 等 
的 教育 明智 的 选民 ) 和 五 个 具体 目标 (学 会 认识 数学 的 价值 , 对 
自己 的 数学 能 力 具 有 信心 、 具 有 数学 地 解决 问题 的 能 力 、 学 会 数 
学 地 交流 、 学 会 数学 地 推理 ) ,我国 目前 的 数学 教学 实践 中 ， 对 数 
学 认 知 技能 和 能 力 方面 的 目标 比较 强调 ， 而 对 人 格 特征 、 情 感 意 
志和 和 社会 人 际 适应 方面 的 目标 有 些 忽视 .因此 ,我 国 当前 以 及 今后 
一 段 时 期 内 的 数学 教育 应 该 建立 怎样 的 社会 目标 和 具体 目标 ， 这 
是 一 个 需要 研究 的 问题 。 

〈2) 数学 课程 的 开放 性 

我 们 认为 、 当 前 的 数学 教育 ， 关 于 课程 、 教 学 和 学 生 学 习 的 
理论 研究 仍然 是 主要 的 ， 其 中 许多 问题 仍然 没有 认识 清楚 ， 而 且 
许多 理论 成 果 在 实际 数学 教学 中 并 没有 得 到 真正 应 用 。 就 目前 的 
研究 来 说 ， 热 点 是 课程 研究 ， 到底 应 该 教 哪些 数学 、 怎 样 来 组 织 
这 些 数学 ? 

“数学 教育 改革 一 直 集中 在 数学 课程 的 改革 上 ”。 使 得 我 们 的 
数学 课程 醋 反 映 社会 发 展 的 要 求 ， 又 适应 学 生发 展 的 需要 ， 这 是 
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一 个 永恒 的 课题 .前 已 指出 ,知识 经 济 社 会 对 人 的 数学 知识 和 数学 
能 力 都 提出 了 高 标准 ， 那 么 ， 这 种 高 标准 到 底 应 该 从 哪些 方面 来 
体现 呢 ? 或 者 说 ,有 哪些 重要 的 数学 思想 是 知识 经 济 时 代 的 合格 公 
民 所 必须 知道 并 且 理解 的 ?显然 ,不 同 群体 对 数学 的 需要 是 各 不 相 
同 的 , 但 是 又 确实 存在 着 一 些 人 人 都 必须 具备 的 数学 知识 和 数学 
思想 .例如 , 今后 在 微 积 分 、 离 散 数学 、 概 率 与 统计 等 方面 的 需要 
将 会 更 加 突出 ， 因 此 其 中 的 一 些 基 础 知识 和 基本 思想 是 大 家 所 共 
同 需要 的 ; 而 对 于 算术 、 代 数 、 几 何等 “传统 内 容 ”， 将 会 对 所 有 
人 都 提出 一 些 新 的 要 求 ， 例 如 ， 对 于 算术 ， 心 算 和 估算 将 会 更 加 
受到 重视 ,因为 心算 和 估算 对 于 培养 学 生 的 全 面 把 握 问 题 情景 、 洞 
察 事 物 本 质 的 能 力 ， 准 确 理解 数据 特点 、 合 理 选 择 算法 、 正 确 判 
断 运 算 结 果 的 合理 性 的 能 力 ， 等 等 ， 都 有 其 独到 的 作用 ;而 对 于 
应 用 法 则 进行 精确 计算 ， 则 会 更 加 强调 对 算 理 的 深刻 理解 、 对 算 
法 的 选择 和 构造 ， 以 及 对 算法 合理 性 的 反思 等 ， 以 使 学 生养 成 从 
事 智力 活动 的 习惯 : 计划 身 己 的 工作 、 寻 找 和 选择 完成 工作 的 合 
理 途 径 、 对 结果 进行 批判 和 评价 。 而 对 于 代数 和 几何 , 则 会 更 加 强 
调 数 形 结合 思想 的 培养 .我们 认为 ,不 局 限于 死 的 数学 知识 的 数学 
课程 必然 是 具有 开放 性 的 。 在 达到 一 个 共同 的 基本 标准 的 前 提 下 ， 
会 给 学 生 以 较 大 的 自由 选择 空间 .就 目前 的 数学 课程 来 说 ,由 于 种 
种 原因 ,在 给 教师 和 学 生 自由 选择 的 机 会 方面 还 需要 加 强 , 现 在 提 
倡 素 质 教 育 ， 要 减轻 学 生 的 课业 负担 ， 于 是 就 在 数学 内 容 的 缩减 
上 下 功夫 ,这 实际 上 是 缩小 了 选择 范围 , 限制 了 选择 的 自由 .但 内 
容 的 减少 并 没有 真正 带 来 学 生 负 担 的 减轻 ， 从 某 种 意义 上 来 说 还 
加 重 了 .其 原因 就 是 在 选择 面 窑 的 情况 下 , 就 向 深度 方面 发 展 , 导 
致 学 生 认 知 发 展 水 平 跟 不 上 ， 造 成 在 横向 上 的 准备 不 足 ， 即 在 相 
应 的 发 展 水 平 上 没有 成 熟 时 就 要 求学 生 向 纵深 学 习 ， 其 结果 自然 
就 导致 学 生 的 机 械 学 习 ， 这 时 所 可 以 采取 的 教学 方法 也 只 有 “是 
海战 术 ”- 一 让 学 生 进行 机 械 的 重复 性 训练 .应 注意 的 是 任何 一 项 
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初等 数学 中 都 有 可 以 难 倒 大 数学 家 的 题目 .在 学 校 教育 阶段 ,学 生 
可 以 学 习 的 数学 知识 的 总 量 是 相对 稳定 的 ,如 果 对 内 容 挖掘 过 深 ， 
则 必然 影响 内 容 的 广度 ， 而 且 这 种 “ 深 ”必然 是 超越 学 生 认 知 发 
展 水 平 的 .因此 , 为 了 使 数学 课程 具有 一 定 的 弹性 , 需要 对 学 生生 
活 和 社会 发 展 所 需要 的 数学 内 容 的 深度 进行 研究 ， 使 其 适应 于 学 
生 的 认 知 发 展 水 平 ,同时 又 增加 教师 与 学 生 的 选择 旧 由 虚 。 只 在 内 
容 多 少 上 打 圈 圈 是 不 能 解决 问题 的 。 

开放 的 数学 课程 将 不 仅 是 一 个 数学 知识 的 逻辑 体系 ， 更 重要 
的 是 要 通过 知识 反映 出 它 所 包含 的 数学 思想 方法 ， 反 映 出 它 的 文 
化 价值 .从 这 个 意义 上 来 说 ,数学 课程 应 该 是 学 生 获取 数学 知识 和 
应 用 数学 知识 的 范例 ， 通 过 学 习 数学 课程 ， 使 学 生 能 够 体验 到 数 
学 思想 方法 的 真 详 ， 使 他 们 学 会 数学 地 思维 ， 同 时 在 学 生 世 界 观 
的 培养 上 也 能 起 到 很 好 的 作用 .例如 ,对 干 数 的 概念 以 自然 数 一 一 
整数 一 有理数 一 实数 一 一 复数 的 顺序 扩展 ， 如 果 仅 从 数学 的 
角度 来 说 , 这 是 数 系 的 扩张 ,运算 范围 的 扩大 。 通 过 这 种 数 系 的 扩 
张 , 使 学 生 处 理 何 题 的 自由 度 增 大 .然而 , 从 另 一 个 角度 来 说 , 这 
也 是 人 的 思维 方式 的 变化 ， 是 人 看 问题 的 眼界 的 开拓 ， 也 就 是 人 
的 世界 观 的 转变 一 一 个 人 看 问题 的 眼界 实际 上 是 他 的 世界 观 。 
因此 应 该 意识 到 ， 通 过 数 系 扩张 的 教育 ， 我 们 不 但 可 以 使 学 生 在 
教学 运算 上 的 自由 度 不 断 增 大 ， 而 且 可 以 使 学 生体 验 到 事物 比较 
系统 的 扩张 ， 淖 问题 的 视野 不 断 开 阔 ， 思 想 方 法 获得 更 新 ， 从 而 
使 学 生 在 面临 新 的 环境 条 件 时 能 够 及 时 地 以 新 观点 来 看 待 问题 、 
以 新 方法 来 处 理 问 题 。 值 得 注意 的 是 ， 这 种 看 问题 方式 〈 世 界 观 ) 
的 转变 是 数学 教育 的 最 高 境界 ， 它 表明 了 一 个 数学 教育 工作 者 的 
数学 教育 意识 层次 .当然 , 现实 中 ,这 种 意识 是 极其 薄弱 的 , 就 训 
论 事 ， 不 挖掘 数学 知识 体系 的 思想 内 涵 ， 不 注意 以 数学 知识 为 工 
具 对 现实 世界 进行 解释 ， 也 不 对 学 生 熟 悉 的 现实 世界 的 数学 本 项 
进行 抽象 ， 更 不 用 说 有 意识 地 对 学 生 从 世界 观 的 角度 进行 教育 培 
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养 了 .因此 , 为 了 使 数学 教育 的 这 种 功能 得 到 充分 发 挥 , 我 们 应 当 
对 数学 课程 进行 重新 认识 ， 这 样 ， 如 何 使 数学 在 转变 学 生 世 界 观 
方面 的 作用 在 数学 课程 中 得 到 充分 埃 映 ， 就 是 一 个 值得 研究 的 问 
题 。 

《3) 课堂 教学 的 开放 性 

课堂 教学 的 开放 性 是 建立 在 对 教学 过 程 本 质 的 科学 认识 基础 
上 的 .过 去 ， 人 们 把 课堂 教学 过 程 简 括 为 “特殊 的 认识 活动 *， 有 
人 认为 ， 这 是 一 种 把 课堂 教学 从 整体 的 生命 活动 中 抽象 、 隔 离 的 
认识 ,“ 它 既 和 忽视 了 作为 独立 个 体 ， 处 于 不 同 状态 的 教师 与 学 生 ， 
在 课堂 教学 过 程 中 的 多 种 需要 和 潜在 能 力 ， 又 忽视 了 作为 共同 活 
动 体 的 师 生 群 体 ， 在 课堂 教学 活动 中 多 边 多 重 、 多 种 形式 的 交互 
作用 和 创造 能 力 ,这 是 忽视 课堂 教学 过 程 中 人 的 因素 之 突出 表现 。 
它 使 课堂 教学 变 得 机 械 、 沉 闷 和 程式 化 ， 缺 乏 生气 与 乐趣 ， 缺 乏 
对 智慧 的 挑战 和 对 好 奇 心 的 刺激 ， 使 师 生 的 生命 力 在 课堂 中 得 不 
到 充分 发 挥 ， 进 而 使 教学 本 身 也 成 为 导 臻 学 生 大 学、 教师 厌 教 的 
因素 ， 连 传统 课堂 教学 视 为 最 主要 的 认识 性 任务 也 不 可 能 得 到 完 
全 和 有 效 的 实现 .”? 对 课堂 教学 的 新 认识 是 一 种 从 生命 的 高 度 用 
动态 生成 的 观点 ， 它 把 课堂 教学 理解 成 既 能 够 体现 社会 价值 、 促 
进 学 生发 展 的 价值 ， 又 能 够 体现 教师 的 生命 价值 的 活动 : 不 只 是 
对 学 生成 长 所 作出 的 纯粹 付出 ， 也 是 教师 自身 生命 价值 和 自身 发 
展 的 体现 只 有 充分 认识 到 这 一 点 ,才能 从 根本 上 解决 教师 的 教学 
积极 性 问题 在 课堂 教学 目标 上 , 则 强调 了 认识 目标 与 情感 目标 并 
重 的 思想 ， 以 使 课堂 教学 实现 完整 的 人 的 教育 ， 这 样 ， 在 研究 课 
堂 教学 时 ， 就 既 要 注意 数学 知识 体系 的 内 在 联系 性 ， 向 学 生 揭示 
数学 知识 的 发 生发 展 过 程 ， 使 学 生 在 知识 的 发 生发 展 过 程 中 学 习 
数学 ， 又 要 注意 学 生生 命 活动 诸 方面 的 内 在 联系 、 相 互 协调 和 整 


外 ” 叶 泣 . 让 课堂 焕发 出 生命 活力 . 教育 研究 ，1997 〈9) 
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体 发 展 , 使 学 生 在 获得 认识 发 展 的 同时 , 情感 也 获得 发 展 。 这 是 课 
堂 教学 开放 性 的 集中 体现 ， 是 一 个 值得 下 大 力 进 行 研究 的 问题 。 

课堂 教学 开放 性 的 观点 ， 会 促使 我 们 对 影响 课堂 教学 的 因素 
进行 重新 认识 .总 的 来 说 ,影响 课堂 教学 的 因素 可 以 分 为 物质 因素 
和 心理 因素 ， 其 中 心理 因素 是 通过 一 段 时 间 的 教育 、 教 学 实践 后 
形成 的 ， 形 成 后 即 成 为 稳定 状态 ， 它 对 课堂 教学 的 影响 是 非常 巨 
大 的 ， 不 仅 影 响 到 学 生 在 课堂 上 认 知 活动 的 状态 和 质量 ， 而 且 影 
响 到 他 们 的 处 世态 度 和 方式 、 整 体 的 情绪 状态 、 情 感 体验 、 塌 志 
行为 等 ; 同样 ,教师 的 教学 也 受到 心理 因素 的 影响 ， 他 的 心理 状 
态 将 影响 到 他 对 学 生 的 态度 、 对 学 生 反应 的 敏感 程度 、 教 学 民主 、 
教学 机 智 以 及 对 教学 成 败 的 情感 体验 等 .显然 ,这 些 都 是 具有 自己 
独立 存在 形态 的 ， 有 自己 的 作用 方式 和 独立 意义 .但 是 在 实践 中 ， 
由 于 心理 因素 对 教学 的 影响 是 无 形 的 ， 因 此 往往 不 被 教师 和 学 生 
所 意识 到 。 所 以 ,在 今后 的 数学 课堂 教学 研究 中 , 分 清 影 响 课堂 教 
学 的 各 种 因素 , 提出 努力 形成 积极 因素 、 转 化 消极 因素 的 措施 ,使 
课堂 教学 本 身 具 有 生成 新 因素 的 能 力 ， 是 一 个 需要 重视 的 课题 。 

值得 强调 的 是 ， 数 学 课堂 教学 的 开放 性 必然 要 求学 生 有 独立 
自主 的 数学 活动 ， 而 且 这 种 活动 是 在 “数学 学 习 共同 体 ” 中 进行 
的 ,不 是 纯粹 的 学 生 个 体 行为 .这 主要 是 基于 数学 活动 论 的 立场 和 
对 数学 的 社会 性 的 认识 ,@ 

数学 活动 论 认 为 ， 数 学 是 人 类 的 一 种 创造 性 活动 ， 它 是 一 个 
包含 了 问题 、 方 法 和 语言 等 多 种 成 分 的 复合 体 ， 通 过 系统 化 而 使 
数学 的 概念 、 原 理 以 及 结论 等 之 间 建 立 相互 联系 ， 形 成 一 定 的 理 
论 体 系 .因此 , 在 数学 学 习 中 , 不 仅 要 掌握 具体 的 概念 和 结论 , 而 
且 要 以 联系 的 观点 对 数学 理论 进行 整体 分 析 , 并 掌握 有 关 的 问题 、 


@@ 徐 利 治 ， 等 -现代 数学 教育 工作 者 值得 重视 的 几 个 概念 ， 数 学 通报 ，1995 
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方法 和 语言 .这 里 我 们 要 强调 的 是 活动 的 全 面 性 ,也 即 要 把 数学 学 
习 活 动 看 成 是 问题 的 发 现 、 寻找 问题 解决 的 方法 、 结 论 的 获得 、 语 
言 的 表述 ， 以 及 对 上 述 活动 过 程 的 反思 、 对 解决 问题 的 方法 和 语 
言 表述 的 优化 和 问题 的 推广 等 所 组 成 的 一 个 整体 .就 当前 的 数学 
教学 实际 来 说 ， 仍 然 普遍 地 存在 着 只 重视 寻找 对 现成 问题 的 解决 
方法 (将 问题 进行 归 类 、 对 解 题 方法 进行 归 类 ), 忽视 用 准确 、 合 
理 的 语言 进行 表述 的 训练 ， 而 对 活动 过 程 进行 反思 、 对 语言 表述 
和 解 题 方 法 的 优化 以 及 对 问题 进行 推广 的 意义 ， 许 多 教师 都 没有 
真正 意识 到 。 实 际 上 ,获得 问题 的 一 个 解答 结果 与 对 问题 解答 过 程 
进行 反思 、 优 化 、 推 广 的 差别 ， 就 如 同一 个 人 偶然 钓 到 几 条 鱼 和 
通过 这 样 的 偶然 机 会 去 研究 鱼 的 生活 习性 ， 并 概括 出 什么 时 候 可 
以 在 什么 地 方 更 容易 钓 到 鱼 的 差别 一 样 ,一 个 人 对 解决 问题 的 体 
验 是 有 时 效 性 的 ， 如 果 不 及 时 进行 总 结 ， 这 种 体验 就 会 消退 ， 从 
而 也 就 失去 了 宝贵 的 思想 方法 的 训练 机 会 ,从 经 验 上 升 到 规律 ,从 
感性 上 升 到 理性 的 机 会 ,这 是 教学 上 的 一 种 最 大 浪费 。 对 活动 的 全 
过 程 进 行 调节 与 控制 ， 这 是 一 个 活动 主体 对 自己 活动 过 程 的 自我 
意识 问题 ， 用 心理 学 语言 来 说 就 是 “元 认 知 ”问题 ， 学 会 了 对 自 
己 的 妃 维 活动 进行 反思 和 有 效 的 自我 调节 ,是 思维 成 熟 的 标志 .而 
数学 思维 是 主体 的 建构 活动 ， 它 的 直接 的 研究 对 象 是 具有 较 高 抽 
象 程度 的 数学 概念 、 命 题 、 问 题 和 方法 等 ， 数 学 活动 的 高 度 抽象 
性 为 数学 的 自由 创造 提供 了 现实 的 可 能 性 ， 而 对 活动 过 程 的 自我 
意识 就 越 显得 重要 一 一 活动 的 自由 度 越 大 ， 对 活动 过 程 的 监控 和 
调节 就 越 重要 。 因 此 , 如 何 使 学 生 在 学 习 过 程 中 增强 自我 意识 , 实 
现 对 自己 的 数学 活动 的 主动 监控 ,是 一 个 具有 深远 意义 的 课题 , 值 
得 大 力 研究 。 

数学 的 社会 性 是 指 存在 一 个 “数学 共同 体 ”， 这 个 “共同 体 ” 
对 数学 研究 有 一 种 无 形 的 共同 规范 ,数学 家 必须 承认 这 种 规范 ,他 
的 研究 工作 才能 获得 共同 体 的 接受 而 成 为 数学 的 组 成 成 分 。 受 这 
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种 观点 的 启发 , 我 们 认为 , 学 生 的 数学 活动 也 是 一 种 群体 行为 , 他 
们 是 作为 “学 习 共 同体 ”的 一 员 进 行 自己 的 学 习 活动 的 ， 而 教师 
与 学 生 都 是 这 个 “共同 体 ” 中 的 成 员 。 只 有 共同 体 中 的 全 体 成 员 积 
极 参与 、 相互 作 用 , 激发 和 调动 每 个 人 的 经 验 、 意向 和 创造 力 , 实 
现 “ 优 势 互 补 ”>， 才 能 使 数学 学 习 富 有 成 效 。 这 样 ， 对 于 教师 来 说 ， 
他 应 该 注意 到 自己 是 学 习 共同 体 中 的 一 员 ， 真 正 树立 教学 民主 意 
识 ， 为 学 生 提 供 一 个 宽松 自由 的 、 使 学 生 有 心理 安全 感 的 学 习 环 
境 ， 以 促进 学 生 自主 活动 的 展开 ， 对 于 学 生来 说 ， 就 应 该 充分 调 
动 自己 已 有 的 知识 经 验 ， 在 开展 独立 自主 的 思维 活动 、 自 己 理解 
相应 知识 的 基础 上 ， 积 极 主动 好 与 教师 、 同 学 开展 交流 ， 以 实现 
对 数学 知识 的 多 层次 、 多 侧面 的 理解 .从 这 个 意义 上 来 说 , 学 生 的 
学 习 是 一 个 主动 性 和 他 动 性 相 结合 的 过 程 .这 样 ,在 分 析 学 生 学 习 
过 程 时 ， 只 讲 主动 性 而 抹杀 他 动 性 就 是 片面 的 。 

显然 ， 在 课堂 教学 的 开放 性 观点 下 ， 我 们 的 学 生 观 、 教 学 观 
都 应 该 有 相应 的 变化 ， 对 于 “教师 的 作用 是 什么 "、“ 教 师 的 作用 
应 该 如 何 发 挥 "、“ 什 么 样 的 教学 方法 是 适当 的 "、“ 学 生 的 娜 些 学 
习 行 为 是 适当 的 ”等 问题 都 应 该 进行 重新 认识 ， 有 待 我 们 进行 深 
入 研究 。 

(4) 使 用 数学 CAI 

知识 经 济 时 代 是 信息 化 社会 ， 而 计算 机 则 是 处 理 信 息 的 主要 
工具 ,在 数学 课堂 中 引进 计算 机 是 时 代 发 展 的 必然 .我 国 中 小 学 计 
算 机 教育 六 年 纲要 规定 ， 在 2000 年 以 前 ， 中 小 学 计算 机 配备 最 低 
标准 (高 中 25 台 、 初 中 20 台 ) 的 达标 率 是 城市 高 中 100% ,初中 60%; 
县 镇 高 中 80% , 初中 30 站 。 我 们 认为 ， 机 器 的 达标 可 以 突击 , 但 是 
与 计算 机 进入 课堂 相伴 随 的 观念 更 新 以 及 教学 软件 的 设计 开发 、 
教学 形式 和 教学 方法 的 改变 等 则 是 难以 在 短期 内 完成 的 ， 而 且 其 
中 还 有 许多 问题 需要 研究 .如 :计算 机 能 否 代 替 教 师 ?教师 的 作用 
将 如 何 发 挥 ?数学 CAI 会 不 会 削弱 学 生 的 数学 能 力 ? 那 种 必须 通 
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过 人 际 交往 才能 获得 的 非 智力 因素 如 何 培养 ?等 等 ,我 们 认为 ， 计 
算 机 不 能 代替 教师 ,但 是 可 以 使 计算 机 为 教师 做 更 多 的 事情 .典型 
的 例子 就 是 利用 计算 机 可 以 把 几何 图 形 、 函 数 图 象 作 得 形象 、 生 
动 、 直 观 、 准 确 ， 使 学 生 能 够 更 加 清晰 地 感受 到 几何 元 素 之 间 的 
关系 ， 清 楚 地 看 到 函数 变化 的 基本 过 程 .但 是 ， 这 仍然 是 表面 的 。 
我 们 估计 , 数学 CAI 必然 向 智能 化 发 展 , 计算 机 将 不 再 只 是 一 个 
电子 黑板 。 对 学 生 数学 学 习 心理 有 充分 理解 的 教师 ,将 可 以 利用 自 
己 的 教学 理论 和 实践 经 验 ， 结 合计 算 机 技术 设计 出 富有 启发 性 的 
教学 情境 ， 使 学 生 主 动 投 入 学 习 ， 通 过 自己 的 试验 、 探 索 ， 理 解 
和 掌握 知识 .因此 ,能够 体现 数学 过 程 性 的 CAI 软件 , 将 使 教师 的 
主导 地 位 更 加 突出 : 如 何 使 CAI 自然 地 融入 教学 过 程 ; 如 何 组 织 
教材 ， 使 之 更 适应 于 计算 机 的 要 求 ， 并 根据 不 同 内 容 设计 出 教学 
软件 〈 需 要 教师 具有 更 大 的 创造 性 ); 如 何 组 织 CAI 的 课堂 教学 
《引进 计算 机 的 课堂 与 传统 课堂 是 不 一 样 的 )， 如何 指导 学 生 〈 除 
计算 机 操作 外 , 让 学 生理 解 CAI 程序 的 意图 是 难点 和 关键 ) 等 ,都 
需要 教师 的 创造 性 工作 .而 学 生 也 会 获得 更 大 的 自由 ， 因 为 有 了 
CAI， 教 学 的 个 别 化 将 成 为 现实 。 

CAI 进入 课堂 ， 必 然 会 使 教学 内 容 产生 变革 。 一 方面 是 计算 
机 语言 、 编 程 的 内 容 进 入 教材 ， 另 一 方面 是 计算 机 知识 渗透 到 数 
学 内 容 中 。 总 之 ,计算 机 知识 与 数学 内 容 的 结合 是 一 个 值得 研究 的 
课题 。 

就 目前 的 情况 来 说 , 普及 数学 CAI 的 难点 主要 有 两 个 ; 一 是 
教师 前 计算 机 知识 问题 ， 特 别 是 对 各 种 教学 软件 的 特性 的 了 解 问 
题 .因为 对 于 不 同 的 数学 内 容 应 该 选择 不 同 的 软件 ,如 果 对 软件 的 
性 能 不 了 解 的话 ， 这 种 选择 就 不 可 能 是 最 合适 的 .从 某 种 意义 上 
说 ， 现 在 教师 的 计算 机 知识 没有 学 生 丰 富 。 二 是 教学 软件 的 开发 。 
现在 的 教学 软件 大 部 分 是 由 软件 开发 商 制 作 的， 缺乏 必要 的 数学 
教学 、 数 学 学 习 心 理 的 理论 指导 ， 仍 然 停 留 在 行为 主义 、 程 序 教 
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学 的 层次 上 。 显 然 ， 这 种 软件 对 于 数学 这 样 需 要 通过 主体 自主 活 
动 、 独 立 理解 后 才能 掌握 的 内 容 ， 显 得 有 些 力不从心 我 们 认为 ， 
数学 CAI 软件 必须 由 数学 教师 来 开发 ， 因 为 只 有 融合 了 学 习 心 
理 、 教 学 理论 和 丰富 教学 经 验 的 教学 软件 ， 才 能 真正 体现 CAI 的 
精神 实质 ,而 这 又 需要 数学 教师 懂得 计算 机 编程 .这样 ， 体 现 CAI 
精神 实质 的 软件 设计 将 是 今后 一 个 非常 重要 的 课题 .在 软件 的 设 
计 中 ， 不 但 要 考虑 如 何 体现 数学 知识 的 发 生 和 发 展 过程 ， 还 要 考 
处 学 生 的 认 知 特点 ， 如 何 解决 非 智 力 因素 的 培养 及 发 挥 非 智力 因 
素 的 作用 问题 。 

数学 教育 研究 中 存在 的 问题 很 多 ,以 上 所 谈 也 只 是 挂 一 漏 万 。 
愿 我 们 大 家 携 起 手 来 ， 共 同 迎 接 新 时 代 的 挑战 ， 为 振兴 和 繁荣 数 
学 教育 作出 我 们 自己 的 贡献 。 
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后 记 


结束 本 书 的 写作 之 时 ， 重 读书 稿 后 发 现 ， 贯 穿 其 中 的 一 条 主 
线 是 : 在 培养 学 生 的 创造 性 思维 和 创造 精神 这 一 数学 教育 的 核心 
目标 下 ， 数 学 教学 要 强调 学 生 的 主体 活动 ， 使 学 生 有 机 会 通过 自 
主 活动 、 主 动 而 积极 的 思考 来 获得 知识 、 培养 能 力 、 发展 智力 .为 
此 ， 在 教学 指导 思想 上 应 当 牢固 树立 启发 式 教学 思想 ， 在 研究 学 
生 的 数学 学 习 规律 的 前 提 下 ， 通 过 分 析 数 学 知识 结构 、 学 生 已 有 
的 数学 认 知 结构 及 其 相互 关系 后 ,设计 和 安排 出 相应 的 教学 情境 。 
教学 情境 应 该 既 体现 数学 理论 的 发 生发 展 过 程 〈 包 括 数 学 的 似 真 
性 、 可 变性 等 ), 又 符合 学 生 的 数学 思维 规律 (包括 思维 过 程 中 的 
猜测 、 直 观 描述 、 观 察 、 检 验 、 放 弃 、 形 成 假设 、 演 绎 推理 、 一 
般 化 等 ), 以 利于 学 生 在 数学 学 习 共 同体 中 开展 各 种 有 效 的 数学 活 
动 . 教 学 过 程 中 , 应 该 重视 基本 概念 、 基 础 知识 的 理解 和 掌握 ,要 
强调 数学 活动 的 过 程 性 和 思想 性 ,要 强调 数学 知识 之 间 的 联系 性 、 
数学 知识 与 日 常生 活 之 间 的 联系 性 。 

我 们 感到 , 数学 教育 研究 需要 有 更 多 的 理解 、 更 大 的 投入 。 由 
于 历史 和 现实 、 观 念 和 实践 等 方面 的 原因 ， 数 学 教育 虽然 在 教育 
(包括 基础 教育 和 高 等 教育 ) 整体 中 占有 举足轻重 的 地 位 , 数学 教 
育 改革 的 成 败 关系 到 整个 中 华 民族 的 兴衰 存亡 ， 但 仍然 遇 到 方 方 
面 面 的 困扰 ， 有 人 甚至 认为 应 该 精简 甚至 取消 高 等 学 校 的 数学 教 
育 课程 .就 昌 前 的 数学 教育 研究 现状 来 说 , 理论 研究 有 待 深入 、 与 
实践 的 结合 需要 加 强 ， 这 是 任何 一 门 发 展 中 的 学 科 都 要 面临 的 问 
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题 ,但 是 这 绝对 不 能 成 为 否定 数学 教育 理论 研究 意义 的 根据 。 我 们 
需要 的 是 理解 、 支 持 、 合 作 ， 而 不 是 不 负责 任 的 指责、 和 否定. 如果 
有 大 量 的 “ 嚼 军 ”( 如 数学 家 、 广 大 数学 教师 等 ) 的 协同 作战 , 数 
学 教育 研究 就 会 有 更 加 迅速 的 进展 。 

另 一 方面 ,数学 教育 研究 需要 有 更 加 广阔 的 视野 。 过 去 比较 多 
的 是 向 国外 学 习 , 这 是 需要 的 ,但 是 这 种 学 习 绝 不 能 走向 极端 一 一 
国外 的 一 切 都 是 好 的 .我们 认为 ,向 国外 学 习 一 定 要 立足 于 中 国 国 
情 ， 坚 持 和 发 扬中 国 的 优秀 文化 传统 ， 这 是 我 们 所 说 的 “开阔 视 
野 ” 的 真正 涵义 .事实 上 , 关于 学 习 与 教学 , 中 国 历 史上 有 许多 精 
辟 的 论述 .例如 , 关于 教学 , 我 国 古 代 教育 家 认为 ,教学 过 程 可 分 
为 “博学 之 ,审问 之 ， 慎 思 之 ， 明 辨 之 ， 笃 行 之 ”五 个 步骤 ， 教 
学 上 应 该 遵循 下 列 原则 : (1〉 要 端正 学 生 的 学 习 态度 (“知之 为 
知之 , 不 知 为 不 知 ”);(2) 及 时 施 教 《“ 当 其 可 之 谓 时 ”); (3) 由 
博 返 约 《“ 博 学 于 文 ， 约 之 以 礼 ”); (4) 学 轧 结合“ 学 而 不 思 
划 疾 ， 思 而 不 学 则 歼 ”) (5) 启发 式 教学 (“不 愤 不 剧 , 不 剧 不 发 。 
举 一 隅 不 以 三 陋 反 则 不 复 也 ”,，《 学 记 》 中 说 ,“ 看 子 之 教 ， 喻 也 。 
道 而 弗 牵 ， 强 而 弗 捉 ， 开 而 弗 达 .。 道 而 弗 奉 则 和 ， 强 而 弗 抑 则 易 ， 
开 而 弗 达 则 思 。 和 、 易 、 以 思 ， 可 谓 善 喻 括 .”)，《〈6)》 循序 渐进 
〈“ 循 循 然 善 诱 人 >);《〈7)》 因材施教 〈《《 学 记 》 中 说 ,“ 学 者 有 四 
失 , 教 省 必 知 之 ,人 之 学 也 , 或 失 则 多 , 或 失 则 塞 , 或 失 则 易 , 或 
失 则 止 此 四 者 ， 心 之 莫 同 也 . 知 其 心 ， 然 后 能 救 其 失 也 .。 教 也 者 ， 
长 善 而 教 其 失 者 也 。”) 〈8) 兴趣 与 努力 相 结合 ， (9) 温 放 知 新 
《“ 温 故而 知 新 ， 可 以 为 师 矣 。”);(10) 教学 相 长 (“学 然后 知 不 
是 ， 教 然后 知 困 . 知 不 足 ， 然 后 能 自 反 也 ， 知 困 ， 然 后 能 自强 也 ，。 
故 旦 ， 教学相长 也 。”);(11》 知 行 结合 《“ 不 闻 不 车 邮 之 ， 邮 之 
不 车 见 之 , 见 之 不 车 知之 , 知之 不 车 行 之 , 学 至 于 行 之 而 止 矣 ”)， 
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(12》 亲 师 乐 友 .关于 学 习 ， 我 国 古代 教育 家 认为 ,应 该 做 到 : 
(1) 立志 , 这 是 学 习 的 动力 ; (2) 乐 学 (“知之 者 不 如 好 之 者 , 好 
之 者 不 如 乐 之 者 .”); (3〉 博识 〈 即 要 有 广博 深厚 的 知识 基础 )， 
《4) 知 止 《 即 要 有 一 个 明确 的 学 习 方 向 与 目标 ); 《5) 慎 思 《〈 即 要 
善于 思考 ,要 把 “学 ”和 “ 思 ” 结 合 起 来 ); 《6》 持 恒 〈 即 学 习 要 
坚持 不 懈 ， 要 持之以恒 ， 要 铂 而 不 舍 ) ,比较 现 代 各 国 关于 学 与 教 
的 各 种 理论 , 上 述 论 述 不 仅 毫 不 逊色 , 而 且 是 有 过 之 而 无 不 及 。 国 
际 上 的 有 关 研 究 也 表明 ， 深 受 中 国 传统 文化 影响 的 东方 文化 在 教 
育 上 具有 独特 优势 .所 以 , 坚持 和 发 扬 我 国 优秀 的 文化 传统 , 对 于 
建设 具有 中 国 特色 的 数学 教育 理论 有 着 非常 重要 和 积极 的 意义 。 
为 了 使 我 国 的 数学 教育 研究 有 一 个 大 的 发 展 ， 我 们 应 该 重视 研究 
中 国 传统 文化 对 数学 教育 的 影响 。 

从 国际 上 看 ， 数 学 教育 的 重要 性 已 经 被 提 到 了 一 个 前 所 未 有 
的 高 度 ,这 是 人 类 社会 向 知识 经 济 时 代 过 渡 的 必然 要 求 。 人 人 都 得 
到 高 水 平 的 数学 教育 ， 人 人 都 具有 高 水 平 的 数学 率 质 ， 已 经 戌 为 
当今 世界 各 国共 同 的 教育 目标 .因此 , 数学 教育 研究 不 仅 重要 , 而 
且 前 途 光 明 。 

在 本 书稿 的 修改 过 程 中 , 曹 才 翰 先生 不 幸 逝 世 。 先 生 一 生 为 我 
国 的 中 小 学 数学 教育 事业 哎 心 泊 血 ,他 是 在 1999 年 10 月 3 日 波 展 去 
世 的 ， 而 在 10 月 2 日 晚上 还 与 来 访 者 讨论 我 国 数学 教育 改革 的 问 
题 。 

草 先 生 具 有 深厚 的 数学 教育 理论 功底 ， 学 识 渊博 ， 是 全 国 数 
学 教育 界 公认 的 我 国 数学 教育 学 的 创立 者 和 学 术 带 头 人 之 一 ， 为 
我 国 数学 教育 的 建立 与 发 展 做 出 了 卓越 贡献 ，. 在 数学 教育 界 享有 
盛誉 ， 具 有 极 大 的 社会 影响 .他 实事 求 是 ， 坚 持 一 切 从 实际 出 发 ， 
用 科学 的 马克 思 主 义 辩 证 唯物 论 和 历史 唯物 论 指导 自己 的 理论 与 


@。 肝 葆 这， 主编 . 教育 学 文集 -教学 (上册) ，322 
290 


实践 ， 他 强调 既 要 坚持 中 国 数学 教育 的 优秀 传统 、 肯 定 中 国 数学 
教育 的 巨大 成 就 ， 又 要 吸收 和 借鉴 国外 数学 教育 的 先进 理论 和 经 
验 ， 走 一 条 符合 中 国 具 体 国情 的 、 具 有 中 国 特 色 的 数学 教育 研究 
与 发 展 之 路 ， 为 我 国 数学 教育 改革 指明 了 正确 的 发 展 方向 。 

曹 先 生 从 事 数学 教育 工作 40 余 年 , 发 表 论文 近 70 篇 , 教材、 专 
著 10 余 本 ， 其 中 《数学 教育 学 概论 》 是 我 国 数学 教育 学 的 莫 基 性 
理论 专著 ， 因 其 开创 性 地 提出 了 建立 数学 教育 学 新 体系 的 思路 而 
荣获 国家 教委 教育 科学 优秀 成 果 一 等 奖 ， 同 时 该 书 获 全 国教 育 理 
论著 作 优 秀 奖 ;《 中 学 数学 教育 概论 》 获 中 国教 育 学 会 优秀 专著 奖 。 
他 将 毕生 精力 奉献 给 了 自己 所 热爱 的 祖国 教育 事业 ， 为 数学 学 科 
教学 论 研究 生 培养 做 了 英 基 性 工作 ， 为 国家 培养 了 大 批 优秀 的 数 
学 教育 高 级 专门 人 才 .他 还 参与 了 我 国 《 九 年 制 义务 教育 全 日 制 中 
学 教学 教学 大 纲 》 的 起 草 工 作 .。 在 长 期 的 教学 实践 中 , 他 积累 了 丰 
富 的 教学 经 验 , 教学 效果 极 佳 ,我 坚信 , 他 为 我 国 数学 教育 事业 所 
做 出 的 不 可 磨灭 的 贡献 将 载 和 我国 数 学 教育 史册 。 

本 书 成 为 他 与 我 合作 的 最 后 一 本 著作 。 由 于 先生 身体 状况 一 
直 不 佳 , 在 先生 确定 好 写作 思想 及 提纲 以 后 , 文字 工作 由 我 完成 。 
在 写作 过 程 中 ， 由 于 没 能 完全 领会 先生 的 思想 ， 因 此 本 书 的 写作 
曾经 几 易 其 稿 ， 根 据 先 生 提 出 的 意见 进行 了 反复 修改 ， 但 直到 现 
在 我 仍然 感到 还 没有 很 好 体现 先生 的 思想 。 先 生 已 乘 仙 稚 而 去 ,我 
再 也 没有 机 会 向 先生 讨教 ， 本 书 也 只 能 以 不 成 熟 的 面貌 出 现在 读 
者 的 面前 . 娠 望 读者 能 提出 宝贵 的 意见 。 

曹 先 生 一 生 光 明 硕 落 ， 襟 怀 坦荡 ， 顾 全 大 局 ， 高 风 亮 节 ， 表 
现 了 高 尚 的 道德 情操 ; 为 人 正直 ， 办 事 公 道 ， 严 于 律 已 ,平易 近 
人 ,提携 后 生 , 是 一 位 受 人 敬重 和 爱戴 的 长 者 ,对 学 生 , 他 既是 严 
师 又 是 父母 ， 是 学 生 为 人 的 榜样 、 治 学 的 风范 ， 对 工作 ， 他 枢 心 
沥 血 , 任劳任怨 ， 是 “学 为 人 师 , 行为 世 范 ”的 楷模 ,我 想 , 唯 有 
像 先生 那样 ， 竭 尽 全 力 地 为 我 国 数学 教育 事业 而 努力 工作 ， 才 能 

291 





告慰 先生 ， 不 负 先 生 的 培养 之 恩 。 
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